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Abstract

Bernd Hamann :
"Smoothing algorithms for curves and surfaces in CAGD”

After a general view over basic problems in CAGD results of the lst years in
smoothing curves and surfaces will be discussed in the presented master thesis.
The division of the thesis is based on the historical development of suitable methods
and on the fact, whether a method can be executed automatically.

The chlassical methods for curve and surface generation are described first
( Lagrange - interpolation, Bezier-surfaces, Gordon-Coons-surfaces ).
Starting with these possibilities for generating curves and surfaces the term
"smoothness"” is presenteted and different definitions are given ( absence of
inflection points, minimizing of energy integrals, ... ); it is explained, how to detect
undesirable regions of curvature ( bezierpolygon [Schelske, Brumet], reflexion
Ines [Hoschek], ... ) and how to make them vanish.

According to a user's point of view those methods are most important which generate
a smoothest curve / surface of a certain class in a first generation step ( those
methods must be given a fairness criterion naturally ! ); [Waker, Nowacki] and
[Hagen] have introduced such methods based on results of differential geometry
and on cakulus of variation.

Considering practical aspects only those methods are taken in account here which
require basic polynoms of quintic degree at most, so that C 2 curves and surfaces
can be constructed; all algorithms presented here will be discussed for the C ! and
C 2 case only, because no higher continuity is required in practice.

The algorithms of | Brunet],[ Walter, Nowacki] and [Hagen] have been implemented
on an IBM-AT in order to get a possibility to compare resulting surfaces when
the same imput (-information) is given ( points, derivatives, ... ).



Kurzfassung

Bernd Hamann :
"Glittungsalgorithmen fiir Kurven und Flichen in CAGD”

In der vorliegenden Diplomarbeit sollen nach einem kurzen tiberblick iiber grund-
sitzliche Problemstellmgen in CAGD Resultate der letzten Jahre zur Glittung
von Kurven und Féichen dargestellt werden.

Die Einteiking der Arbeit orientiert sich dabei einerseits an der historischen Ent-
wickking der geeigneten Verfahren, andererseits aber auch daran, inmwieweit die
zugehbrigen Algoritlmen automatisiert werden kinnen.

Zuniichst werden die klassischen Verfahren zur Kurven- und Flichengeneration
beschrieben ( Lagrange-Interpolation, kubische Splnes, Bezierflichen, Coonssche
Flichen ).

Ausgehend von diesen Moglichkeiten, Kurven bzw. Fichen zu generieren, wird er-
Liutert, wie der Begriff "Glattheit" verstanden werden kann ( Wendepunktfreiheit,
Minimierung eines Energieintegrals , ... ), woran unerwiinschte Kriimmungsbereiche
erkannt werden kionnen ( Bezierpolygone [Schelske, Brunet], Reflexionslinien
[Hoschek], ... ) und wie diese Bereiche beseitigt werden kmmen.

Aus Griinden der Berutzerfreundlichkeit kommt den Verfahren besondere Bedeutung
zu, die gleich im ersten Schritt einer Kurven- bzw. Féchengeneration eine Kurve/
Fliche erzeugen, die gemiB eines vorgegebenen Kriteriums die ghtteste Karve /
Fliche einer bestimmten Klasse ist. [Walter, Nowacki] und [Hagen] haben aus-
gehend von einem differentialgeometrischen Ansatz mit Mitteln der Variations-
rechmmg solche automatisierbaren Verfahren eingefiihrt.

Ans praktischen Frwigungen werden hier nur solkche Verfahren beriicksichtigt,
die hochstens quintische Basispolynome erfordern, da damit C 2 - stetige Kurven /
Flichen erzeugt werden komnen; da in der Praxis keine hoheren Stetigkeitsbe-
dingungen gefordert werden, sollen die Verfahren hier auch nur fir den C V- bzw.
C2 - stetigen Fall diskutiert werden.

SchlieBlich sind die Verfahren von [Brunet], [Waker, Nowacki] und [Hagen] auf
einem PC ( IBM-AT ) implementiert worden, um einen Vergleich der resultierenden
Flichen bei Vorgabe gleicher Information ( Punkte, Ableitungen, ... ) zu ermdglichen.



Die vorliegende Diplomarbeit entstand am Institut fiir Programmiersprachen und
Informationssysteme, Abteikmg fiir Computergraphik, der Technischen Universitit
Braunschweig. Anreiz zur vorliegenden Arbeit war ein Seminarvortrag mit dem
Titel "Glitumgsalgorithmen”, den ich im Sommersemester 1987 zur Vorlesung
CAGD 2 gehakten habe.

Die von mir hier bearbeitete Anfgabe mit dem Thema "Glittungsalgorithmen fiir
Kurven und Flichen in CAGD” wurde von meinen Betreuern, Herrn Prof.Dr.Hagen
und Herrn Schulze, wie folgt formuliert :

~ "Zahlreiche Verfahren zur Kurven- bzw. Flichengeneration neigen dazu, Ergebnisse
zu liefern, die insofern unbefriedigend sind, als die resulderenden Kurven / Flichen
bkal starke Oszillationen tew. unnitig viele Wendepumkte ( Kurven ) / unnitige
Vorzeichenwechsel der GauBischen Kriommung ( Flichen ) aufweisen.

Stellen Sie vergleichend Verfahren zusammen, die sich dieser Problematik arnehmen
und unterscheiden Sie vor allem zwischen jenen, die einer interaktiven Modifi-
kation von Kurven / Flichen bediirfen und sokchen, die automatisch ghtte Kurven/
Flichen liefern. Stellen Sie die verschiedenen Konkretisierngen des Begriffes
"ghtt” heraus, beriicksichtigen Sie, inwieweit die Verfahren lokaken bzw. giobalen
Charakter haben. Stellen Sie aus praktischen Erwigmgen die vorgeschlagenen
Losungen hochstens fiir den C2 - stetigen Fall dar.

Greifen Sie vor allem auf die Arbeiten von [Schelske], [Hoschek], [Brunet],
[Walter, Nowacki] und [Hagen] zuriick.

Implementieren Sie die Verfahren von [Brumet], [Walter, Nowacki] und [Hagen]
und testen Sie vergleichend die "Giite” der sich ergebenden "glatten” Flichen.”
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Kapitel 0 : Finleitung

Ein Hauptproblem, cdas sich in CAGD stellt, ist die Generierung ausreichend
glatter Karven bzw. Flichen. Hierbei ergibt sich sogleich die Frage, was unter
"glatt" zu verstehen ist. Die existierenden Glittungsalgorithmen basieren meist
auf unterschiedlichen Definitionen dieses Begriffes, so daB von vornherein nicht
ersichtlich ist, welche vorgeschlagenen Glittungsverfahren auch befriedigende
Ergebnisse liefern. In dieser Arbeit sollen mehrere Miglichkeiten aufgezeigt
werden, gemaB eines vorgegeben Glattheitskriteriums glatte Kurven / Flichen
zu erzeugen. Zur Losung dieser Problematik existieren zwei grundsitzliche
Verfahren : die einen Verfahren liefern nach Vorgabe gewisser Eingabeinformation
Kurven / Flichen, die nach dem ersten Generierungsschritt weiter interaktiv
vom Benutzer so lange modifiziert werden miissen (kdnnen), bis schlieBlich ein
befriedigendes Ergebnis erzielt ist; die anderen Verfahren liefern nach Eingabe
sofort die glatteste Kurve / Fliche einer bestimmten Kurven-/ Flichenklasse
durch ein Optimierungs-/Varlationsprinzip. Automatische Glittungsalgorithmen
sind von [Walter, Nowacki] und [Hagen] eingefithrt worden. Im theoretischen Teil
der Arbeit werden diese Arbeiten und die Losungsvorschlige von [Schelske],
[Hoschek] und [Brunet] abgehandelt; im praktischen Teil der Arbeit werden die
Algorithmen von [Brunet], [Walter, Nowacki] und [Hagen] implementiert, um
die Giite dieser Verfahren bei der Flichenerzeugung iiberpriifen zu konnen. Die
Programme und Resultate dieses praktischen Teiles finden sich im 2.Band der
vorliegenden Diplomarbeit.

Der theoretische Teil der Arbeit gliedert sich wie hier beschrieben in folgende
Textkapitel :

In Kapitell werden iiberblicksartig die klassischen Methoden wiederholt, Kurven
und Fliachen zu generieren. Als Kurvenschemata werden kurz die Lagrange-
-Interpolation, die Interpolation mit natiirlichen kubischen Splines und die Appro -
ximation bzw. Interpolation mit Hilfe der Beziertechnik vorgestellt. Als Flichen-
schemata werden TP-Flichen und Gordon-Coons-Flichen beschrieben, hier
speziell das bilineare und bikubische Coons-Patch.

[Schelske]hat ausgehend von einem variationsreduzierenden Ansatz ein Verfahren
beschrieben, segmentierte Bezierkurven/-Flichen zu glatten. Sein LOsungs-
vorschlag besteht darin, Wendepunkte in Bezierkurven bzw. Vorzeichenwechsel
der GauBschen Kriimmung in Bezierflichen aufgrund der vorgegebenen Bezier -
punkte / Beziernetze zu detektieren und durch eine Transformation der Bezier-
punkte der betroffenen Segmente lokal die Kurven / Flachen zu glitten. Es giit
dabei, die Transformation der Bezierpunkte -[Schelske] streckt das zugrunde
liegende Parameterintervall - gerade derart zu gestalten, daB jedes zu glittende
Segment nur minimal korrigiert wird, d.h., optimale Streckungsfaktoren fiir die
jeweiligen Segmente zu finden. Es werden Moglichkeiten dargestellt, C t.sc2-
- stetige Beziersubsplines und C 2:2 - stetige TP- Bezierflichen zu glitten.

[Hoschek]hat mehrere Verfahren vorgestellt, unerwiinschte Krimmungsbereiche
in Bezierkurven / -Flichen iiber sogenannte duale Kurven/ Flichen sichtbar zu
machen. Sind in einer dualen Kurve / Fliche Singularititen erkennbar, so liegt
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in der gegebenen Kurve / Flache ein unerwtinschter Kritmmungsbereich vor. Ist
ein solcher Bereich iiber die duale Kurve / Fliche festgestellt, so kann mit Hilfe
von z.B. [SCHELSKEs] Parameter - Transformation ein Wendepunkt interaktiv
beseitigt werden. [HOSCHEK] schldgt aber auch eine sogenannte Bezout - Deter-
minante als Hilfsmittel zur interaktiven Glattung vor.

[Brunet] hat ein GlattheitsmaB fiir bikubische Flachen angegeben. Er miBt die
Glattheit eines Patches einer segmentierten Fliche daran, wie stark sich dessen
innere Bezierpunkte von den Bezierpunkten unterscheiden, die man bel Vorgabe
von Adinis Twists als innere Bezierpunkte erhalten wiirde; schlieBlich stellt das
bilineare Coons-Patch bei Vorgabe der Randkurven ein im Innern minimal os-
zillierendes Patch dar. Es gilt also, ein unbefriedigendes Segment dadurch zu
glitten, daB dessen Ecktwists derart modifiziert werden, daB sich das Patch dem
bilinearen Coons-Patch annihert. Hierbei ist zu beachten, daB damit ein vorher
evtl. gegebener Stetigkeitsgrad der Fliche zugunsten einer geringeren Oszillation
aufgegeben wird.

In Kapitel 5 werden automatische Glittungsverfahren vorgestellt. Ausgehend
von einem Energie-Minimierungsprinzip ( analog zu kubischen Splines ) hat
[Walter] eine Methode entwickelt, aus einer vorgegebenen Flichenklasse bei
gegebener Punktinformation die Fliche zu bestimmen, die das zugrunde-
liegende Energieintegral minimiert. [Walter] hat in seiner Dissertation diese
Maoglichkeit fiir eine C I - stetige segmentierte Gordon - Coons - Fliche formuliert.
Die freien Parameter, die variiert werden konnen, sind die Twistvektoren; diese
werden tiber ein LGS namerisch bestimmt. [Nowacki] geht tiber den Ansatz von
[Walter] insofern hinaus, als er dessen Idee auf den C2-Fall ausdehnt (Schiffbau).
[Hagen] geht ebenfalls tiber [Walter]s Idee hinaus; er verwendet auch den quin-
tischen Fall und setzt zusitzlich eine grioBere Flichenklasse voraus, innerhalb
derer die glatteste Fliche automatisch bestimmt wird. Ausgehend von einem
differentialgeometrischen Ansatz wird die Flachenklasse abgegrenzt, fiir sie ein
Glattheitskriterium aufgestellt und der zugehorige ( automatische ) Glittungs-
algorithmus , der auf einem Variationsansatz basiert, beschrieben.

Mein herzlicher Dank gilt Herrn Prof. Dr. Hagen und Herrn Schulze ftir deren
konstruktive Kritik an dieser Arbeit.



Kapitel 1 : Einfiihrang in Fragestellungen der Interpolation

1. 1. Lagrange - Interpolation

Das Hauptanliegen in CAGD besteht darin, zu vorgegebenen angeordneten Punkten
des R? bzw. R3 eine approximierende bzw. interpolierende Kurve anzugeben, die
in einem bestimmten Sinn glatt sein soll. Im Fall der Flichengeneration kann
entweder ein angeordnetes Punktenetz oder aber ein Netz von Kurven gegeben
sein, das eine moglichst glatte Fliche erzeugen soll.

Da die Klasse der parametrisierten Kurven ( x(t),y(t),z(t) ) T und parame-
trisierten Flichen ( x(u,v) ,y(u,v),z(u,v) ) T iiber die Klasse der Funktionen
(t,x(t)) bzw. (u,v,z(u,v) ) T hinausgeht, sollen hier von Anfang an Kurven
und Flachen solcher Art behandelt werden.

Das Grundprinzip der Kurven- bzw. Flichengeneration kann am Beispiel
der Lagrange-Interpolation leicht verdeuatlicht werden :

gegeben : (n+l) Punkte P, = (x,y)T baw. P = (x,,3,,2)T; 1=0..n

gesucht : interpolierende Kurve P (), die die vorgegebenen Punkte
mittels Lagrange-Polynomen interpoliert.

Losung : 1. Festlegung einer Parametrisation { to oot}
(i) dquidistante Parametrisation, d.h. to =t ins
t,=tg+ie At i= 1.0

(speziell 1t :=0;At:=1 -— ty :1=1)
(i) chordale Parametrisation , d.h. to = tmm:
t, =t ,+d (P _,,B,);: 1= 1.n
( hierbei ist d ( 3@ , b ) der euklidische Abstand der
beiden Punkte 32 und b )
2. Angabe der zur speziellen unter 1. bestimmten Parame-
trisation gehdrenden Lagrange - Basis { Lo n Ly }

Jedes Basispolynom L, habe die Eigenschaft, an der
Stelle t, den Wert 1 und an den Stellen t, ,J#1, den
Wert 0 anzanehmen. Damit sind die L, Polynome vom
Grad n , die jeweils an n Stellen verschwinden
( I...(tj) = 8, _1) .
3. Berechnung der interpolierenden Kurve unter Ver-
wesdey der Punkte B, und der Basispolynome L (t) :

n
PO = B,+L, (t) (1.1)
i=0

Dieses Vorgehen kann miihelos auf die Interpolationsanfgabe , (m+1) * (n+l)
Punkte P 1.4 eines angeordneten Punktenetzes im R2? zu interpolieren,
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iibertragen werden. In diesem Fall miissen jedoch zwei Parameter u und v
eingefiithrt werden, also auch bivariate Basispolynome L y (u,v). Das Problem
stellt sich also wie folgt dar :

gegeben : (m+l) # (n+1) Punkte 51,] des R?® ( Ordnung durch Indizes
gegeben ! )
gesucht : interpolierende Fliche P (u,v), die die gegebenen Punkte mittels
Lagrange - Basispolynomen interpoliert
Losung ' 1. Festlegung der Parametrisation
(1) aquidistante Parametrisation, z.B. uy=1i,v ji= i
i=0.m,j=0.n
(1) chordale Parametrisation, z.B. Berechnung der Para-
meter durch Mittelung der euklidischen Abstiinde :
n
a o= 0; a, = !11_ )

i

APy, Pyy)s
0 i=1..m

m
voi=0; vlg—%‘zd(ald—l’ﬁl.j); j=1..n

i=0
2. Berechnung der Basispolynome L, ,(u.v)
Verwendet man fiir beide Parametrisationen { u,, ... , u_ }
und { vy, ..., v_} das oben angegebene Schema, so er-

hilt man zwei jeweils univariate Lagrange-Basen :
{Lo(w), ... ,L_(u) }und {Ly(Vv), ..., L (v)}.

Man sieht leicht ein, daB L 1. (a,v) = L (u) ¢ L’(v)
die Eigenschaft besitzt, fir u = a,und v,= v j den Wert
1 zu haben, fiir alle anderen Tupel (u,,v,) aber verschwindet,
dh. : Ll.,(uk.vl) = &)yt 8’.l .

3. Berechnung der interpolierenden Fliche unter Verwendung
der Punkte ﬁl.j und der Basispolynome L 1.3 (u,v) :

m n
Blu,v) =) > By *LweLl (@ (1.2)
=0 j=0

Bem. : Die hier skizzierte Methode, eine Fliche zu generieren, fithrt zu einer
sogenannten Tensor-Produkt-Fliche ( TP-Fliche ), da die einzelnen
"Triger-Funktionen" in den Variablen u und v miteinander multipliziert
werden.

Grundsitzlich 148t sich also sagen, daB hier nurzwei GroBen eine Kurve
bzw. eine Fliche bestimmen
- die gegebenen Punkte Wn )
und
- die mit diesen Punkten gewichteten Basisfunktionen.
Die Charakteristiken der verwendeten Basisfunktionen bestimmen letztendlich
das Aussehen der sich ergebenden Kurven bzw. Flichen.



Bei dem hier vorgestellten Verfahren ist zu bedenken, daB der Grad der zu-
grunde liegenden Lagrangepolynome desto hoher ist, je mehr Punkte zu inter-
polieren sind. Dies hat zur Folge, daB resuitierende Kurven bzw. Flichen sehr
starke Oszillationen in den Bereichen zwischen den gegebenen zu interpo-
lierenden Punkten aufweisen konnen ( es wird ja keine Anforderung an das
Verhalten eines Lagrangepolynoms zwischen zwei Parameterwerten t , und t ,,,
gestellt ) . Aus diesem Grunde ist eine Interpolation mit Lagrange-Polynomen
nur selten sinnvoll.

Beispiel :  gegeben : 4 ¢ 3 Punkte im RT
u - Partition: {0,1,2, 3}
v - Partition: { 0,1, 2}
gesucht : Lagrange - Basispolynome

Losung : folgende univariaten Polynome erfiillen die
Eigenschaft L,(n,) =] ,wenmni=j,

L!(uj)=0 ,wenni#j :

Lo(u) = -1/6 * (a-1) * (u-2) * (u-3)

Ly(a)= /2 #us (u-2) + (u-3)
Ly(u) = -1/2 # u # (u-1) » (u-3)
Ly(u) = 176 s u * (u-1) * (u-2)

Lolv) = 172 » (v-1) = (v-2)

L,(v) =- v (v-2)

Lo(v) = 1/2 sv & (v-1)

1. 2. Kubische interpolierende Splines

Kubische Splines stecllen insofern eine wesentliche Verbesserung gegentiber
den oben verwendeten Lagrange-Polynomen dar, da bei ihnen das Verhalten
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Parameterwerten streng durch ein Energie-
integral festgelegt ist ; dies hier auftretende Integral kann gleichzeitig als
GlattheitsmaB aufgefaBt werden. Die bei Lagrange-Polynomen héheren Grades auf-
tretenden Oszillationen werden damit reduziert.

Stellt man an eine interpolierende Kurve lediglich die Anforderung C2 - stetig
zu sein, so 1Bt sich zeigen, daB eine stiickweise kubische Kurve ( meint, die
zugrunde liegenden Basis-Funktionen sind stiickweise kubische Polynome )
erstens diese Fordrung erfiilllt und zweitens die Biegeenergie minimiert.

t,
Stellt man sich das Problem, das Energieintegral f (f"(t))zdt fir eine
to

zweifach stetig differenzierbare Funktion mit vorgegeben Randbedingungen zu
minimieren, so stoBt man auf eine Variationsaufgabe .

gegeben : Randbedingungen an den Rindern t , und t,

(1) f (ty) =aqy . f (t)) =a,
(i) £ (ty) = by f' (ty) = b,
(1) " (ty) = ¢4 f(ty) = c,
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gesucht : CZ- stetige Funktion f, die die Randbedingungen erfiillt und
fiir die der Wert  t, 2
f (f"(t) ) dt minimal ist .
to
Losung : 1. Losen der FEulerschen Differentialgleichung ( Variations -
rechnung ! ) als notwendige Bedingung fiir eine Mini -
mierung des Integrals :
Der Integrand als Funktion der Ableitungen von f laatet
F(f £, £")= £*2 . Damit ergibt sich :

oF oF
27— =0 und

of " of = 2f"

OF
3

Die Eulersche Differentialgleichung lautet also

OF d (._31_=) 42 (_a_F_)_ d2

Y3 = e +dt2 Y = ——dtz 2f" =
=2fF0V = ¢
— fFAVY = 9

Die allgemeine Losung dieser homogenen DGL ist damit
gegeben durch

f(t) = At3+Bt2+Ct +D (1.3)

2. Die Eindeutigkeit der Losung 1iBt sich beweisen , indem
eine Funktion s(t) angenommen wird, die ebenfalls das
betrachtete Integral minimiert; es stelit sich dann heraus,
daB s(t)=f(t) gilt.

Bem. : Im Fall einer parametrisierten Kurve ( x(t),y(t) )T wird das Integral

t
]'1 (x0) )% (yre))? de betrachtet und fiihrt eben -

to
falls zu jeweils kubischen Polynomen ( analog fiir Kurven im R 3 ).

Stellt man sich nun die Aufgabe, durch jeweils zwei vorgegebene Punkte P , und
P ., ein kubisches Kurvensegment mit C 2 - AnschluB zu den beiden angren-
zenden Nachbarsegmenten zu legen, so besteht die Schwierigkeit darin , fur
jedes einzelne Kurvensegment p ® (t) ,t ¢ [t,,t , 1, die jeweiligen Koeffi-
zienten der zugehorigen kubischen Polynome zu bestimmen , dieses wiederum
jewells filr x ® (t) , y @ (t) und evtl. z ® (¢) .

gegeben ¢ Punkte P, = (x4,¥4.2o) bis P, ,
Parametrisation { t, ... ,t }
gesucht : Koeffizienten ( - Vektoren ) der n Polynome ¥ (t),

te[t,t, 1, i=0.n1.



Losung @ Berechnung der Koeffizientenvektoren aller Polynome der Art

(0) @ (¢) = a'(t-t‘)3+'él(t-t‘)2+'ﬁ'(t-—t‘)+7a',, i=0...n-1

(1) P@ (t=t)) -a} i =0..n1
(2) W (e= t )= pt-n (t=t,)  i=1tl.n1
(3)  pW® (t= t )=pU P (t=t))  i=l.n
(3) in (0) eingesetzt liefert mit h, =t -
(4 &, = =03, -2, i=ta¥
(4) in (0) eingesetzt liefert
o 1 - - hlv - -
(5) b, , = h,;{ s (a, a,_,)——;l—t(c,—ci_i).
i=l.ny

(4) und (5) in (0) eingesetzt liefert
(6)h,_,¢T,_, + (2(h,_,-h))*C, + h T,

= 3*(—:*(3‘“-5‘) - Tl-:_—‘* 51-5‘_,))

i=Y.n-1

Mittels (6), (5) und (4) konnen nacheinander die unbe -
kannten GroBen 5,. ¢, und a, bestimmt werden , wobei
(6) ein tridiagonales , diagonaldominantes LGS darstellt .
Da insgesamt n+1 Unbekannte ; zu berechnen sind , anderer-
seits aber nur n-1 Gleichungen gegeben sind, kdnnen 2,
und € o Vorgegeben werden.

Bem.: Wihlt man in (6) € 5= @ o= 3 , so spricht man von einem natiir -
lichen kubischen Spline ( Randkriimmungen sind damit 0 ) .

Soll entsprechend der unter 1.1. vorgestellten Lagrange-Interpolation eine Basis
bestehend aus jeweils kubischen Splines verwendet werden, so werden die Be-
dingungen fiir jeden Spline wie folgt aufgestellt :

gegeben : Parametrisation { tg , ..., t } ; Punkte B, ,i=0.n
gesucht : (n+1) kubische Kardinalsplines , mit der Eigenschaft

Losung : Es ist (n+1) - mal der oben vorgestelite Algorithmus zur
Bestimmung eines kubischen Splines anzuwenden ; die Kar-
dinalfunktionen C, (t) ktnnen dann wie die Basispolynome
der Lagrange - Kardinalbasis unmittelbar mit den gegebenen
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Punkten p, gewichtet werden :

n
B(t) = D B,eC, t) (1.4
i=0

i=0..m,
telty.t,]

Fiir die Anwendung ist dieses Vorgehen jedoch ungeeignet, da allein zur Be-
rechnung der Kardinalfunktionen der (n+1) - fache Aufwand entsteht ver-
glichen mit dem Interpolations-Algorithmus ohne Kardinalbasis.

Das Verfahren kann in gleicher Weise wie bei der Lagrange-Kurveninterpolation
auf die Interpolation von Flichen iibertragen werden ; formuliert man die
entstehende Fliche mit jeweils kubischen Kardinalsplines in den Variablen
u und v, so gilt fiir einen Punkt der Fliche :

‘ n m
Blu,v) = > By Cyu) *C (V) (1.5)
j=0 i=0

Im Fall geschlossener Splines ist zu beriicksichtigen, daB entsprechende Perio -
dizititsbedingungen anzugeben sind. So muB zum Beispiel gelten, daBh_=hg,,
h,y=h,.. und Pa=Po: Pun = P, .. . Bel Aufstellung des zugehd -
rigen LGS zur Bestimmung der Koeffizienten (- Vektoren ) T, erhdlt man dann
natiirlich ein zyklisch tridiagonales LGS.

Es ist an dieser Stelle noch darauf hinzuweisen, daB sowohl Lagrange- als auch
kubische Interpolation Verfahren sind, die global sind, d.h. , jeder einzelne ge -
gebene Stiitzpunkt hat EinfluB auf das Aussehen der gesamten Kurve. Dies ist
im Sinn einer moglichst lokal modifizierbaren Kurve hochst unbefriedigend.

1. 3. Bezier - Approximation /- Interpolation

Bei Verwendung der Bezier-Technik werden andere Basispolynome, sogenannte
Bernstein - Polynome , benotigt. Ein Bernstein-Polynom vom Grad n in der

Variablen t ist dabei wie folgt definiert :
(D) t(b-tr-‘i(t-a)‘; i=0.n,tela,b] (1.6)
b

1

(b-a)® =

Diese Basis-Polynome zeichnen sich dadurch aus, daB

B{(t):=

1 B? (t) firt = a eine i-fache Nullstelle hat ,

2. BT (t) fiir t = b eine (n-i)-fache Nullstelle hat ,

3. B? (t) in[a,b] genau ein Maximum fiir t =a + (b-a)#* —;ll— hat ,

4. Bl (t) 2 0 firtec(a,b] ( Positivitit ) ,
5. B™(t) = ((b-)s Bl (t) + (t-a) ¢ B (0))/(b-a)  ( Rekursion) ,

n
6. > Bj(t) =1 firtcla,b].
i=0 'IIIIIIII
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Die Eigenschaften 1. - 3. garantieren, daB ein Bernstein-Polynom in [a,b]

keine Oszillationen enthalten kann; 4. und 6. lassen die Bernstein-Polynome

geeignet erscheinen, mit irgendwelchen GroBen - das sind natiirlich Punkte -

gewichtet zu werden; Eigenschaft §. gestattet ein rekursives Auswerten der

Bernstein-Polynome.

Die Bernstein-Polynome vom Grad 2 iiber [ 0,1] sind die quadratischen Polynome
(1) B2 ()= 0-0)%, (i) BY (¢) = 2e0-00t, (i) B2 (¢) = ¢2

Die Bernstein-Polynome vom Grad 3 iiber [0,1] sind die kubischen Polynome
(1) B2 (t)=01-0)® (1) B (t) = 32(1-t)%s ¢

i) By (t) = 3#(1-t)st?,  (iv) B (t) =¢3

Werden n+l Bernstein-Polynome B': (t) mit gegebenen Bezierpunkten b g » 170..m,
gewichtet, so erhilt man ein Bezier-Polynom vom Grad n :

n
B(t) := > b, #BY(t) = byBy +..+b, BL . (1.7)

Von Interesse sind noch die ersten beiden Ableitungen des Bezier-Polynoms :
n-1

== 1 =& -
Bit) = . s e B S AT BB (1) und (1.8)
. b . =o
== 1 -2
B (L) = . =y (n_z)'zoA b,*Bl 2 (t) (1.9)
i=

Hierbei sind  A! f;‘ 1= SHI - ﬁ. und A? s‘ i=b,,,-2b,, + 3. Vorwirts -
differenzen der gegebenen Bezierpunkte.

Mit den Formeln ( 1. 7 ), ( 1.8 ) und ( 1.9 ) laBt sich leicht erkennen, daB nur
die Bezierpunkte -ﬁo , f;, und 32 bzw. i;n—2 , Bn_i. Sn die Ableitungen an den

Rindern des Bezier-Polynoms bestimmen. Es gilt fiir [a,b] = [0,1] :

1+2 1+1

"
o

S(O)-b . B (1) L.
b(O)—nt(b -b, b'(1)=ns(b;b, ),

- - .a..

b(O)-n'(ni)!(b 2b+bg ), (1)-n-(n-n-(blb J+B o)

Interessant sind diese Beziehungen in dem Fall, daB einzelne Bezier-Segmente
unter Erfiillung bestimmter Stetigkeitsanforderungen zusammengesetzt werden
sollen.

Bem. : Alle hier aufgefiihrten Beziehungen fiir die Ableitungen bis zum 2. Grad
konnen natiirlich mit (1.7), (1.8) und (1.9) auf das allgemeine Defini -
tionsgebiet [a,b] tibertragen werden.

Bei einem Bezier—Pol ynom vom Grad n bei gegebenen (n+1) Bezierpunkten liegen
also lediglich b und b auf der Kurve b (t) Im "Innern” der Kurve weiB man
zwar, daB “in der Nahe" von b die Kurve b (t) am stirksten von b beeinfluBt
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wird, da aber alle gegebenen Bezierpunkte EinfluB auf das Aussehen der resul -
tierenden Kurve haben,ist das lokale Aussehen letztendlich nur schwer vorher-
zusehen. Aus diesem Grunde wird folgendermaBen verfahren :

(i) Es werden (n+1) Punkte ';31 vorgegeben, die zu interpolieren (!) sind .

(ii) Es wird eine Stetigkeits - Bedingung vorgegeben, die vorschreibt, wie
oft die einzelnen zu berechnenden Kurven- Segmente an ihren Rindern
stetig differenzierbar sein sollen.

(iii) Die einzelnen Kurven-Segmente sollen jeweils Bezier - Polynome sein,
die einen Grad haben, der die Stetigkeits-Bedingungen erfiillen 13Bt.

(iv) Steht der Grad der Bezier - Polynome fest, so kann zunichst gesetzt
werden

=0 -

Bo = P, und b =P, : i=0.n

( Der obere Index stehe fiir das Segment. )

Exemplarisch soll jetzt der Fall erortert werden, daB die Punkte P,... P seg-
mentweise mit jeweils kubischen Bezier-Polynomen C2- stetig interpoliert werden.
Aus 1.2 ist bekannt, daB ein C2- stetiger tlbergang mit jeweils kubischen Poly-
nomen erreicht werden kann ; folglich sind fiir jedes Kurven-Segment 4 Bezier-
punkte derart zu bestimmen, daB sich ein C2- {ibergang ergibt.

Die notwendigen Bedingungen lassen sich aus folgenden Beziehungen herleiten

( dquidistante Parametrisation - t4=0, .. ,t_=n - vorausgesetzt ) :
(1) by, =B, ., 1=0.n
(it) nach (1.8) gilt fiir die Ableitung am Rand eines kubischen Bezier -
segmentes :

b'(0)=3%(b,-b,) bzw. B’ (1) =3¢ (b,-b,)
(iii) nach ( 1.9 ) folgt analog fiir die 2.Ableitung am Rand :
B"(0)=3#28(b,-2b,+b,) bzw. b (1)=3+2s(b,-2b,+b))
(iv ) mit (ii) und (iii) folgt also zum Erhalt eines C2- stetigen {ibergangs
an einem Segmenttibergang

(1.) (Dg.,-b3a) - (by-bay)
(2.)  (bg,, -2b,,,+b,) = (by-2b, 4y, ,)
(=> 2bgy by 5= d;:= 2bg,~by,,

Es 14Bt sich damit formulieren :

2by 4-bg s = dy, 2b g o ~by

2by by o = d;y = 2bg,, by,

2bg,0-bayy = dyy = 2Zbg b
=) d,,+2d, = 3bg

2y tdyyy = 3bay

ST e (1.) =

d, ,+4d, +d,,, = 3(by ,+by,,) = 6by



Losen des entstandenen tridiagonalen , diagonaldominanten LGS

—

[21000...0] [do] [3D,
12100...0| |d, 6b,
01210...0|¢ :
: 6 bans
0... 21| [da] [3Ban,y]

liefert die unbekannten Vektoren d . mit denen alle inneren Bezier-
punkte b, .b 2 b4.b5 y  een s b3n—2’ b3n 2 durch Drlttel(mg der
Verbindungsstrecken zweier aufeinanderfolgender Punkte a und d‘ at

2

s 1
=845 0@, -d)) bow. By, = d, v

. +(d

b 3i+1 141 d i

(i=0..n-1).

Bem. : Bei Aufstellung des LGS fillt auf, daB die beiden Freiheits -
grade b1 und b b 3n-1 vorgegeben werden miissen.
Im Falle d = b und d b folgt, daB die ersten bzw.
letzten drei Bezlerpunkte kollinear sind und der entstehende
Spline damit "in seinen Enden die Kriimmung O hat ; man
spricht dann von einem natiirlichen kubischen Spline .

Es ist damit moglich, jedes einzelne Kurvensegment als Bezierpolynom vom
Grad 3 mit den zugehbrigen Bezierpunkten bal ) ee b31+3 , 1 = 0..n1,
auszuwerten.

Zur Auswertung eines Bezierpolynoms bietet sich aufgrund der Rekursionsei-
genschaft der Bernstein-Polynome ( s.1. 3., Eigenschaft 6 ) eine nach de Casteljau
benannte Methode an. Dabel werden Bezierpunkte solange linear miteinander
kombiniert, bis der Wert / Kurvenpunkt fiir einen bestimmten Parameterwert t

berechnet ist
b, = boo de Casteljau - Schema  (1.10)
b, = bio b1 .
52 = bz.o b2.1 22.2
b3z
-_B:n—l = En-l 0 En-l.] §n-1.2 . N
b = bn,o bn,1 bn.2 ban,a = b(t) , t([a,b]

Als Berechnungsvorschrift gilt: b1,y 1= ((b-t)#Bi-1,5-1 + (t-a)eb1,31)/(b-a);

j=1 ...n, i=j..nmn

1. 4. C1 - TP - Bezierfliche

Sind im Raum (m+1) ¢ (m+) Punkte oo P30 Psos - + Pamo: -

bO 3n ? b3,3n v

b gegeben , die hier gleich als zu interpolierende

3m,3n
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Bezierpunkte aufgefaBt werden, so stellt sich das Problem, ein durch jeweils
4 Bezierpunkte gegebenes Flichen-Segment - Patch genannt - mit den unter
1. 3. angegebenen Verfahren zu berechnen.

Man verfihrt dazu folgendermaBen

(1. Generation aller inneren Bezierpunkte der jeweils kubischen Splines
in u- Parameter—"Rlchtung" ( das sind n+ Spllnes 1)

> b 31+ }\ b ‘+2,, i j—o 3 6 3n ’ i- 09 1' 2| No'm—]

( 2.) Generation aller inneren Bezierpunkte der jeweils kubischen Splines
in v—Parameter—"Richtung" ( das sind 3m+1 Splines ! )

>b13}+1'b|31+2 3 120,14, 2,....3n,§=0,1,2, ..., m-1

Das Verfahren basiert also auf einer zweifachen Anwendung des gewohnlichen
Algorithmus® zur Konstruktion einer Bezierkurve. Es werden zunichst die erfor-
derlichen Bezierpunkte fiir ( n+] ) Bezierkurven mit Parameter u berechnet ;
ausgehend von den erhaltenen Punkten konnen in einem zweiten Schritt die be-
notigten Bezierpunke fiir ( 3m+1 ) Bezierkurven mit Parameter v hergeleitet

werden. Ein einzelnes bikabisches TP - Bezier - Patch wird damit wie folgt
definiert :

3 3
> > b eBY(v) B (w) (1.11)
=0

b(u,v)

bate
]

(=)

e

3
= i, (v)  +Blw)

Die zweite Formulierung von b (u,v) verdeutlicht, daB znr Berechnung eines
Patch - / Flachenpnnktes der de Casteljau - Algorithmus zweifach anzuwenden
ist. Soll b ( u,v ) ermittelt werden , so ist folgendermaBen vorzugehen

ot

(1.) berechne @, (v) mit den 4 Bezierpunkten f;..o , i;h, , Bn,z , 3‘.3

i =0..3 und unter Verwendung des de Casteljau - Algorithmus
( Parameter ist v )

(2.) berechne b (u,v) mit den 4 unter 1. gefundenen 4 Bezierpunkten
i,,3,,3,,18, und unter Verwendung des de Casteljau - Algo -
rithmus ( Parameter ist u )

Hieraus wird ersichtlich, daB zur Ermittlung eines Patch-Punktes b (u ,V) ins -
gesamt 5-mal der de Casteljau - Algorithmus zurBerechnung eines Kurvenpunktes
anzuwenden ist. Da der Berechnungsaufwand fiir einen Kurvenpunkt O (n 2 )
betrigt, ist dies auch der Aufwand , um einen Patch-Punkt zu erhalten.

Man bedenke, daB bei dieser Methode nur die (m+i) # (n+1 ) Punkte bsx 3
als gegebene Information zur Verfiigung stehen ; Anforderungen an "Glatt -
heit’ der die Patches begrenzenden Kurven oder gar die Form der Patches selbst
werden nicht gestellt . Entsprechend kdnnen - wie dies Eigenart der kubischen
Splines ist - in der sich ergebenden bikubischen Fliche Oszillationen auftreten.
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1. 5. Coons - Flichen

All den bisher vorgestellten Verfahren ist gemeinsam, daB immer nur endlich
viele Punkte als zu interpolierende Objekte gegeben sind. Zur Erzeugung eines
Patches stehen also lediglich die 4 Eckpunkte als Information zur Verfiigung.
Coons geht bel der Patch-Erzeugung davon aus, daB alle 4 das Patch begren-
zenden Randkurven gegeben sind ; die Methode wird aus diesem Grund auch
als eine transfinite Methode bezeichnet.

1. 5. 1. Das bilineare Coons - Patch

Sind lings der 4 Rinder eines Patches alle 4 Randkurven in der Form p(0,v),
P (1,v), P (u,0) und P (u,1) gegeben - uw und v ¢« [0,1] - , so werden
im Fall des bilinearen Coons - Patches korrespondierende Punkte "gegeniiber -
liegender” Kurven linear durch Geradenstiicke interpoliert. Man erhilt damit
2 Teilflachen der Form

P, (u,v) := (1-u) *«Pp(0,v) + u*p(1,v) und
Pylu,v) := (1-v) #Pp(u,0) + v+p(u,l)

Addiert man diese beiden Teilflichen, so erhidlt man eine Fliche, die an ihren
Rindern nicht mehr mit. den gegebenen Randkurven iibereinstimmt. Es muB also
ein Korrekturglied hinzugefiigt werden, so daB diese Bedingung nicht verletzt
wird. Man findet dieses Korrekturglied, indem man den Projektor p, auf p,(u,0)
und p, (u,1) anwendet :

P, (u,0) = (1-u) +$(0,0) + w*p(1,0)
i)', (u,1) = (1-u) «p(0,1) + usp(1,1) und damit
Palu,v) = (1-v) #p,(u,0) + v+P, (u,l)

(1-v) + ((1-u) +$(0,0) + usP (1,0))

+ ve((1ru)+B0,1) + usp1,1))

Das gleiche Resultat finde man auch durch Anwendung des Projektors p , auf
’p'z( 0,v) und py(1,v) . Die bilineare Coons - Fliche , die die Randkurven
erhilt, ist damit gegeben durch

plu,v) = p,(ua,v)+Pp,(u,v)-pylu,v) (1.12)

Diese Darstellung wird auch als Boolesche Summe P :=D ,@ P ,=P, +P 5~ Po(P;)
geschrieben und bezeichnet.

Bemerkenswert ist aach, daB P,(u,v) allein eine bilineare TP - Flache dar -
stellt, die man unter Anwendung der bereits vorgestellten TP - Techniken er -
halten wtirde. Hieraus erkennt man , daB die Coons - Flichen eine allgemeinere
Klasse darstellen als die TP - Flichen ( ganze Randkurven, nicht nur Eckpunkte
gegeben ! ) .
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Sollen jedoch mehrere bilineare Coons - Patches zu einer segmentierten Fliche
zusammengesetzt werden, so liegt an den Patch - Ulbergingen lediglich CO-Ste-
tigkeit vor, da in die Konstruktionsvorschrift eines Patches lediglich die Rand-
kurven , aber nicht die Ableitungen von u- oder v-Parameter-Linien auf dem
Patch in irgendeiner Weise vorgeschrieben werden.

Um wenigstens eine cl- stetige segmentierte Coons - Fliache zu erhalten, ver-
wendet man kubische statt der linearen Basisfunktionen; die verwendeten
Basisfunktionen werden auch blending functions genannt.

1. 5. 2. _Das_bikubische Coons - Patch

Sollen anstelle linearer blending functions kubische blending fanctions verwendet
werden, um "gegeniiberliegende" Randkurven zu interpolieren, so bedarf es neben
der reinen Kurven-Information noch der Normalen-Ableitungen lings aller 4 Rand-
kurven : p_(0,v), B (1,v), P (u,0) und P, (u,1) . Damit kdnnen be-
nachbarte Patches C1 - stetig miteinander verbunden werden.

Sollen 2 Punkte Pyund P, , zu denen jeweils auch die Tangenten ﬁbund 'ﬁ’,
gegeben sind, kubisch interpoliert werden, so bietet sich eine Gewichtung ge-
wisser Basispolynome mit diesen 4 GroBen an. Als geeignete Basis verwendet
man tiblicherweise die Hermite - Polynome 3. Grades, fiir die also gelten muB :

(1) Hy(0)=1 A Hy(1)=0 A Hy(0)=0 A Hg(1)=0
(1) H,; (0)=0 A Hy(1)=1 A H'(0)=0 A H/(1)=0
(iti) Hy (0)=0 A Ho(1)=0 A Hy (0)=1 A Ha(1)=0
(iv) H, (0)=0 A~ H,(1)=0 A H (0)=0 ~ H /(D=1

Durch Koeffizientenvergleich und Lésen des sich ergebenden LGS erhilt man
4 kubische Basispolynome, die jeweils (1), (ii), (iii) oder (iv) erfiillen :

Hg (t)=1-3t2+2¢3 H,(t)=3t%2-2¢t3
Hy(t)=t-2t2+¢3 H,(t)=-t2+¢3 te[0,1].

oder [ H_(t), Hy(t), Hott), Hyt) ]

=[1.t, 62,63 ]

=: T » C (1. 13)

H, und H; interpolieren also die Punkte, I_io und Ile die Tangenten

Fiir einen Kurvenpunkt - t ¢ [0,1] - muB also gelten

1
B t)= . B,eH, (t) + B +H, (1) (1.14)
i=0



Wendet man die Hermite-Interpolation zur Interpolation "gegentiberliegender”
Patch-Randkurven an, dann stellen sich '151 (u,v) und ‘p'z (u,v) so dar :
1
By(u,v)i= 3 Be,v)eH (u) + B i,v) ¢ H () ,
i=0

1

Bylu,v)i= > Plu,j)sH (v) + B, (u, e, (v)
i=0

u,ve[0,1]

Wertet man p, (u,v) fiir v=0 und v =1 aus, so ergibt sich

2 BU0 sH (w) + B (1,00 +H, (u)
=0

p, (u,0)

-

1
2 B sH, (w) + B (i, *H, (n)
i=0

P, (u,1)

Wendet man Projektor P, nun auf p, ( w,0 ) und P, (u,1) an, so erhilt man
das Korrekturglied p , (u,v)

11
Paylu,v) = Z{ Zo( (BU.peH (@ +B G, DsH W) ¢ H (V)
j:O i=

+ (B, DeH (w) + B G, +H (u) ) » ﬁ,(v))}
(1.15)

Es fidllt auf, daB zur Berechnung von 'i)'adie gemischt partiellen Ableitungen

2
aaa p fiir die 4 Eckpunkte des Patches gegeben sein miissen,was sie nach
aov
Voraussetzung aber nicht sind. Die geeignete Bestimmung dieser sogenannten
Twists im Sinne der Erzeugung "glatter" Patches wird in den folgenden Kapiteln
erortert werden miissen ( EinfluB der Twists primir abhingig von der Art der
zugrunde liegenden Parametrisation !) .

Das bikubische Coons-Patch hat damit die Matrizen-Darstellung

Plu,v):= p,(u,v) + polu,v) - Py (u,v)

[Hotw), H,(u), Hotw), Hy(w)] + [BC0.v), B1Lv), BLOv), B 1) T

+ [3(u,00,B(w1,8,0u.0).8, (w1 ] s [H(v), H,(v), Ho(v).H, v ]
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- [Hotm), Hy(w), Hylu), H,(w) ]

_
P (0,00 B (0,1){B,(0,0) B, (0,1)
P

I -
1.1 ): Pal1.0) p_ (1,1)
s [Hov), Hyv), Ao, Hyv) )7
u,vel[0,1] (1.16)

Bem. : Das ( TP - ) Ferguson - Patch erhilt man, wenn man von (1.12 nar den
3. Term P, (u,v) verwendet :

BB, (1))
Pall. ) Byy(i,]) | o cT s v

UsCePoacCcToaev (1.17)

?(u.v)=

Hierbei ist C die Matrix aus (1. 13) , U ist die Matrix [1, a, a2, u3 ],
V die Matrix [1,v, v2, v3]T .

Bem. : Die Einschrinkung auf das Intervall [ 0, 1 ] ist nicht stérend, da ein
beliebiges Intervall [ a, b ] durch die lineare Transformation
tr->(t-a)/(b-a),te[ a, b], auf das Intervall[0,1] ab-
gebildet werden kann und umgekehrt.

Sind die Parameter & ¢ [u, ,w,,, Jund V ¢ [ Vo Vg ] gegeben , so
wertet man (1.13.) mit den transformierten Parametern u. = (u-u)/Au,
bzw. v = (v-v)/Av, ; hierbel ist Au, = u,, - u , analog Av, .
Ferner miissen die Untermatrizen der Matrix mit der Eckpunkt-Informa-
tion aus ( 1. 13. ) folgendermaBen transformiert werden :

]

1

P (i) | Av,eB, (i,))

Buy B (1)) | AugsAv P (1))

i,j=0,1

1. 8. 3. _Transformation des TP - Ferguson - Patches in Bezier - Darstellung

A? -
Das als ( 1. )&) eingefiihrte TP - Ferguson - Patch f (u,v) = UC P cTy

kann leicht in ein bikubisches TP - Bezier - Patch umgerechnet werden.

Das bikubische TP - Bezier - Patch ist gegeben durch
3 3
Sl.j*Bi(n)tBi(v) a,vel[O0,1]

=0

plu,v) = Z
j=0 i

-4



-t

00
={1,u,u2,u3]+{-3 3 0
-6 3
3-3

- W

= UMBMTvVy

Durch Gleichsetzen von f ( a,v) und p ( u,v ) kann die Matrix P mittels
der Bezierpunkte ausgedriickt werden :

ucpcly - UumMpawumTy
{ === P= c! mMBMTcT

Man findet dann P =

3
oL Ol

Bei bekannten Bezierpunkten b 1) ist es somit moglich, die in ( 1. 15 ) auftre -
tenden Twists p av (11 -1,j=0,1 - zur Patch-Auswertung nach Coons an -
zugeben. Umgekehrt kann natiirlich auch ein in Ferguson - Darstellung vorlie-
gendes Patch in die TP - Bezier - Darstellung transformiert werden, so daB
ein de Casteljau - Schema zur Berechnung heranziehbar ist.

Bem.: Da i.a. die Gleichheit B ,, (i,j) = B ., (i,j) nicht gilt, st58t man auf das
sogenannte Vertauschbarkeitsproblem dieser Twists . GREGORY bzw.
NIELSON haben Moglichkeiten vorgeschlagen, dieser Problematik zu ent-

gehen :

GREGORY ersetzt die GroBen P,,(0,0), P, (0,1,
Puv(1,0), Py (1,1) durch

u+p,,(0,0) +v+p . (0,0) —usP L, (0,1)+(v-1)#p,,(0,1)

u+v -u+v-1

s

-w B (1,00 +v#P (1,00 (a-D*P (1,1 +(v-1sp,,(1,1)

1-u+v u-1+w-1

Werden die Twists auf diese Weise ersetzt, so bleibt die gewiinschte
C1! - Eigenschaft der resultierenden Fliche unberiihrt.
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NIELSON 16st das Vertauschbarkeitsproblem dadurch, daB er die Boole-
sche Summe P := P;®p 5 abweichend von (1.12) folgendermaBen definiert:

P1©P2 =P+ Pg - ( C(u,v)*+3,(Bz) + Pfu,v)*P2(By) )
Die Funktionen 0 und B mtiissen dabei den Bedingungen
d(u.v),ﬁ(u,v)ZO, (!(u.v)+B(u,v)=l.
Bd,v =1, dp=0, fG,v)I=0 and P(u,j =1
- 1,j¢{0,1}

geniigen. Der Twistbereich der Matrix aus ( 1.16 ) stellt sich damit fol -
gendermaBen dar :

0*P gy (0,0)+f+p,,(0,0), CPyy (0,1 +B2p, (0,1

0Py (1,00 +f#B,,(1,0), Cepy, (1,0 +fep,(1,1)

HAGEN hat eine Moglichkeit vorgeschlagen, die Twistvektoren in geeig-
neter Weise vorzugeben; iiber einen differentialgeometrischen Ansatz wird
der Twist zu einem Knotenpunkt 'p'u in Abhangigkeit des dort vorge-
fundenen Normalenvektors #y; = (B, xP;,; )/ 1B, xPyi, [ bestimmt.

Hierauf wird in Kapitel § ausfiihrlich eingegangen werden.



1. 6. Bilder zu Kapitel 1

a) TP - (Kardinal -) Lagrange - Fliche Lgy(u)#Lg(v) , u,v ¢[0,3]
v-Partition analog

u-Partition : {ugy=0, uy=1, uy=2, ug=3},
Bem.: L,(x,) = 8“

ann
Y
-
N
1
LT h\:
T ML
1] N
=0F Y
L ma
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cooudBNE| Id
{
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Z
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3/
2
1
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1 2 3
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b) Kubische Kardinal - Splines in giner Variablen
(mit zugehdrigen Bezierpunkten)
t-Partition : {to=0, ty=1, t2=2, t3=3}
Bem.: C‘(t’) = 8"




c) Bikubische C!- TP- (Kardinal-) Bezierfliche Cy(u)#Cy(v)

alle Daten wie bei Beispiel 1.6.a)

Bernd Hamann
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d) Notwendige Information zur Konstruktion eines bilinearen und
bikubischen Coons - Patches

Bildung des bilinearen Coons - Patches

L /
4

Rand - Information des bikubischen Coons - Patches

p8i

p(8,v) pii

«Py L,V
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Kapitel 2 : Gléttungsverfahren fiir segmentierte Bezierkurven und
TP - Bezierflichen nach SCHELSKE

2. 1. Einleitung

Hans-Joachim SCHELSKE stellt in seiner Dissertation (1984 ) ein Verfahren vor,
lokal ( = segmentweise ) kubische bzw. quintische Bezierpolynome zu glitten.
Ziel dabei ist es, einerseits in einzelnen Segmenten auftretende Wendepunkte
zu beseitigen ( ==) "glatt” ), andererseits die C! - / C2 - iiberginge an den
Segmentgrenzen der kubischen / quintischen Beziersubsplines zu erhalten.
Als geeignetes Verfahren, dies zu erreichen, schligt SCHELSKE eine Streckung
des Parameterintervalls vor, das zu einem Segment mit Wendepunkt gehbrt.

AuBerdem wird aufgezeigt, wie die Methode zur Glittung von Segmenten einer
TP - Bezierfliche herangezogen werden kann.

Die Aufgabenstellung,. ein Segment zu glitten, teilt sich somit in folgende
Schritte auf :

(i) Detektion der Segmente, die Wendepunkte enthalten

(ii) Priifen, ob die Randbedingungen eines Segmentes mit
Wendepunkt die Entfernung desselben erlauben

(iii) Bei Erfiillbarkeit von (ii) Streckung des zum Segment
gehorigen Parameterintervalls mit einem " geeigneten "
Streckfaktor

2. 2. Zerlegung von Bezierpolynomen / Parameterintervall ~ Streckung _

Bem. : Alles im Folgenden Gesagte bezieht sich zunichst auf Bezierkurven
im R2, d.h. ebene Bezierpolynome. Eine Ubertragung auf Kurven im
R3 ist nur dann ohne weiteres moglich, wenn auch dort das Bezier -
polynom vollstindig in einer Ebene verliuft.

2. 2. 1. Zerlegung von Bezierpolynomen

Soll ein Bezierpolynom b(t) n-ten Grades mit Bezierpunkten Bo' s 3n, de -
finiert auf dem Intervall [ a,b ] an der Stelle c ¢ [ a,b ] in 2 CK - stetig zu -
sammengesetzte Bezierpolynome bI(t) und B (¢) jeweils n-ten Grades zerlegt
werden, so gilt

(i) BT (t) ist definiert auf [ a,c ] ,

(i1) BI(t) ist definiert auf [c,b] ,

(iii die jeweiligen ( n+1 ) Bezierpunkte fallgn beildufig bei Aus-
wertung des urspriinglichen Polynoms b ( t) fiir die Stelle
c an, wenn das de Casteljau - Schema ( 1. 10 ), Kapitel 1,
S.9 , angewendet wird

b b,,. B ,En’n sind die Bezierpunkte von b (t),

bo'o, b‘.i’ bz'z, see
s Bn,o sind die Bezierpunkte von

bn.n' bn.n—l’ b
bi(t).

n,n-2* **°
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2. 2. 2. _Streckung des Parameterintervalls

Im Folgenden soll erdrtert werden, wie die Bezierpunkte eines vorgegebenen Be-
zierpolynoms zu transformieren sind, um bei einer Streckung des zugehirigen
Parameterintervalls mit einem Streckfaktor x ¢ ( 0,1 ] eine bestimmte Anzahl
zu erhaltender Ableitungen an den Rindern beizubehalten. Schelskes Verfahren
zur Glittung einzelner Kurvensegmente benutzt eine solche Streckung zur Eli-
mination von Wendepunkten. Festzustellen ist an dieser Stelle, daB infolge der
Invarianz der geometrischen Eigenschaften eines Bezierpolynoms bei einer Para-
meterintervall-Streckung diese erhalten bleiben, d.h., Tangenten und Kriimmungen
verindern sich nicht. Lediglich die Linge z.B. eines Tangentenvektors wird be -
einfluBt. Um aber analytische CX- ilberginge an Segment- Trennstellen zu
erhalten, miissen bei einer Parameterintervall-Streckung auch die Lingen der
Ableitungsvektoren fest bleiben, was die Transformation der gegebenen Bezier-
punkte ndtig macht.

Wird ein Parameterintervall [ a,b ] mit dem Faktor x := ( b™-a } /7 ( b-a )
(b'efa,b] ===)> xe¢(0,1]! ) gestreckt, so muB eine bestimmte Anzahl
an Bezierpunkten am linken und rechten Rand des zugehorigen Segmentes trans-
formiert werden, um eine gewiinschte C ¥ - Stetigkeit zu den Nachbarsegmenten
beizubehalten

Sei b(t) ein Bezierpolynom n-ten Grades mit zugehdrigen Bezierpunkten b
bis b , wobei n 2 2k + 1 ; dann bewirkt folgende Transformation in Abhangigkeit
vom verwendeten Streckfaktor x einen Erhalt der ersten k Ableitungen auf den

Rindern ( " ' " steht im Folgenden fiir die Eigenschaft "transformiert” und nicht
ftir eine Ableitung !)
(1) b, (x) ==Z(({)*b *(lx)""x)
i=z0
. j
(ii) by (x) = 2 (({) *(l—x)"’*x‘) )
0sjs<k. (2.1)

Zum Beweis ist lediglich die Gleichheit der ersten k Ableitungen auf den beiden
Rindern des alten und des transformierten Bezierpolynoms zu zeigen

dPb'(t) _ dPb(t) p=0 ..k und
(dt")P dtP tz=aundt' =a bzw.
t=bundt'=Db".

Setzt man die entsprechenden Terme fiir die Ableitungen eines Bezierpolynoms
ein, so findet man, daB die Gleichheit beider Ausdriicke erfiillt ist.

Bem. @ Es fillt auf, daB b (x) bzw. b ' ( x ) threrseits Bezierpolynome in
der Variablen x mit jeweils ( j+1 ) Bezierpnnkten sind.
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wng der transformierten Bezierpunkte ist mittels des unter Punkt (2.2.1)
' Verfahrens zur Zerlegung eines Bezierpolynoms moglich :

(i) zerlege b (t) an der Stelle ci=a+xs(b-a);
die neuen Beziemnnkte b " X ) .i= 0..k . sind die ersten (k+1}
Bezierpunkte boo' b“, bkk von b! (t) ;

(iil) zerlege b (t)an der Stelle cr=a+(1-x)s(b-a);
die neuen Bezierpunkte b ) (x) j = 0...k ,sind die letzten (k+l)
Bezierpunkte b bn.n—k—]’ s bn o von bU (t) ;

n,n-k'

(ii1) behalte die alten Bezierpunkte Skﬂ, b K+ o s Bn—k—l bei .

In Matrizenschreibweise 14Bt sich die Transformation so darstellen

5y (x 1 1 I8,

- -Do

_te,' (x (1-x) X O b,
2 x| = [(-x)2 28 (1-x) #x x2 + 1B, .

_ . ) e

by x| a0k (f) ek tex x¥| by
by X Skﬂ AR Bn_k_{ x) = T;n_k_, und

[ ] [ 7] [ 7]
D ) x K (1-x)k b,

= ven *

?n_l'(' * o x (1-x) bn_1

| ’n ( - - ! - _b“ -

(2.1)

Beispiel : Ein quintisches Bezierpolynom mit Parameterintervall [ a,b ] soll an
beiden Ridndern alle Ableitungen bis einschlieBlich der 2.Ableitung
beibehalten, wobet [ a,b ] auf [ a,(atb) /2 ] abgebildet werde, d.h.
x = 0.5 ; die beiden Transformationsmatrizen aus ( 2.1 ) haben damit
die Gestalt

).25 0.50 0.25
bzw. .00 0.50 0.50
)OO 0.00 1.0C

2. 3. _EinfluB der Parameterintervall - Streckung auf die Kurvengestalt

Schelske bemiBt die Glattheit eines ebenen Bezierpolynoms nach der Anzahl der
in ihm vorhandenen Wendepunkte. Ist es méglich,unter Erhalt der Randbedingungen
eines Segmentes evtl. vorhandene Wendepunkte zu beseitigen , so soll dies durch
eine Parameterinterval FStreckung erreicht werden,die die Wendepunkte im Segment
verschwinden 1aBt.
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Es soll nun diskutiert werden, welchen EinfluB die oben beschriebene Transfor-
mation der Bezierpunkte auf die Kurvengestalt hat. Da bei Ausfithrung der Trans-
formation die Randableitungen bis zu einem bestimmten vorgeschriebenen Grad
erhalten bleiben sollen, verindern sich auch Randtangenten und Randkriimmungen
picht ( Voraussetzung : mindestens C2 - Erhalt gefordert ).

Hier ist vor allem das Verhalten der Funktionen b ’( x) bzw. bn- (x) von In-
teresse, d.h., wie verhalten sich die Bezierpolynome b (x) bzw. b (x) fiir
Streckfaktoren, die sich im Intervall ( 0,1 ] von 1 nach O bewegen

(1) B, =b, und b, (= b, bleiben erhalten .

(ii) Sl (xX) und Sn_I (x) sind Bezierpolynome vom Grad 1, d.h., Gl (x)

bewegt sich fiir x von 1 gegen O auf der Geraden durch 5, und Bo
von S, in Richtung So und Bn_1 (x) auf der Geraden durch Bn_1

, und b von b _, in Richtung b,

(i) i;z (x) und i;n—z (x) sind Bezierpolynome vom Grad 2, d.h., -b.z {(x)
variiert auf der Parabel mit den Bezierpunkten Bo' -51 und i;z und
entsprechend Sn_z (x) auf der Parabel mit den Bezierpunkten

b, g b, ,und b,

(iv) Im Fall, daB n = 2k + 1, d.h., ein Bezierpolynom n-ten Grades ist
unter Erhalt seiner ersten beiden Randableitungen zu transformieren,
werden alle alten Bezlerpunkte transformiert ; die erste Hilfte der
Bezierpunkte - b bis b strebt filr gegen 0 strebendes X gegen
bo , die zweite Halfte - Bn K bis b - gegen b
Je niher x an 0 liegt, desto mehr nimmt das transformierte Bezier-
polynom also die “Form" der Geraden durch bo und b an .

2. 4. Wendepunkte in Beziersubsplines und deren Beseitigung

Ziel soll es im Folgenden sein, Moglichkeiten zu finden, die Auskunft dariiber
geben, ob ein Beziersegment mit Wendepunkten behaftet ist oder nicht, Bedin-
gungen aufzustellen, denen Randtangenten und Randkriimmungen eines Segmentes
geniigen miissen, damit evtl. vorkommende Wendepunkte iiberhaupt beseitigt
werden konnen und Berechnungsarten eines geeigneten Streckungsfaktors x zu
nennen, der Wendepunkte verschwinden 1dBt.

Da einerseits alle Wendepunkte beseitigt werden sollen, andererseits ein Bezier-
segment nur minimal korrigiert werden soll, besteht das Problem darin, einen
maximalen Streckungsfaktor aus ( 0,1 ] zu bestimmen.

Erkennung von Wendepunkten, notwendige und_hinreichende
Bedingungen zu deren Beseitigung

Gegeben seien m+! zu interpolierende ebene Punkte P , bis P o Jedem Punkt
wird entsprechend den euklidischen Absténden der Punkte ein Parameterwert
t , zugeordnet. Die gegebenene Punktfolge soll nun von einem m- teiligen Bezier-
subspllne vom Grad n interpoliert werden. Die einzelnen Kurvensegmente mogen
mit b' (t) bezeichnet werden und tiber [t 0 tis ] parametrisiert sein.



Der gegebene Polygonzug durch p , ..., P, kann in ausschlieBlich konkave bzw.
konvexe Teilpolygone maximaler Eckenzahl zerlegt werden. Ist p _, ..., P s €in
konkaver ( konvexer ) Teilpolygonzag maximaler Eckenzahl, so muB der Interpo-
lierende Beziersubspline zwischen p ey Und p s-3 ebenfalls konkav ( konvex )
und damit wendepunktfrei sein .

Gehort eine Polygonkante zagleich zu elnem konkaven and konvexen Teilpolygon,
so muB daB zugehdrige Beziersegment B'(t) hier einen Wendepunkt aufweisen.
Die mathematische Charakterisierung "konkav" / "konvex" kann z.B. durch fol-
genden Formalismus ausgefithrt werden :

(i) seien 3' 1= i)'m - 5‘ , 1 = 0..m-1, die Verbindungsvektoren je 2 ge-
gebener Punkte ;

(i1) seien a: = [—dly_., d:‘] i=0..m-1, die zu d senkrecht stehenden
Vektoren, wenn d, = [ dl , dy ] (das Skalarprodnkt (d‘ .d ">
ist0!) ;

(iii) der Polygonzug p,, 3“1' P .o ist

komvex <=)> <d;,d,,> > 0,
gerade (=) (d‘ ,a,ﬂ) =0,
konkav (==) < :lr 3,,,, > <0

Es soll nun untersucht werden, welchen Bedingungen Randtangenten und Rand-
kriimmungen eines Beziersegmentes geniigen miissen, um iiberhaupt wendepunkt-
freie Interpolation zuzulassen.

(1) _Bedingungen an die Randkriimmungen

Ein Beziersegment kann nur dann wendepunktfrei sein, wenn die beiden Rand-
kriimmungen gleiches Vorzeichen haben oder wenigstens eine von beiden O ist.
Es gilt : . " o,
k(t,) = x(ti)sy(t;) - x(ty)ey(ty)

(x2eep+ 32ty )2

, analog firk t.,.) (2.3

i+

Im Fall des vektorwertigen Bezierpolynoms b1(t) sind zur Berechnung von
k (t,) und k(t,,) natiirlich die beiden Koordinaten-Bezierpolynome x!(t))
und y'(t ) bzw. x' (t,,)) und y'(t ) zu verwenden.

Geschrieben als Bedingung an die ersten drei und letzten drei Bezierpunkte eines
Segmentes gilt dann

Segment i kann nur dann wendepunktfrei sein , wenn das Polygon

So. 51, i;z konkav ( konvex ) oder gerade ist
und b o b Sn konkav ( konvex ) oder gerade ist

n n-1*

( logisches "und” und "oder” !) (2.4)

II Bedingungen an die Randtangenten

Da die Randtangenten eines Bezierpolynoms gegeben sind durch die Vektoren
(b b ) bzw. (b b ;) » miissen entweder b und bn, beide links der
Geraden durch b nnd b liegen oder aber rechts davon ; als dritte Moglichkeit
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kommt noch die Kollinearitit dieser vier Bezierpunkte in Betracht. Nur, wenn
eine dieser drei Situationen erfiillt ist, konnen Wendepunkte eines Segmentes
beseitigt werden. Die Bedingung an die Tangenten lautet also :

Segment _i. kagn nur dann w_gnd?unktfnei sein, wenn die Polygone
by, b, b, und b, b__,, b konkav ( konvex ) sind
oder So. -51. 't;n_, und 'I;n auf einer Geraden liegen.

logisches "und” und "oder” ) (2.5)

Fiir die beiden gebriuchlichsten Fille C!- stetiger kubischer und C2- stetiger
quintischer Beziersubsplines sollen jetzt die hier vorgesteliten notwendigen
Bedingungen fiir Wendepunktfreiheit herangezogen werden, um Auskunft dariiber
zu erhalten, ob Segmente tiberhaupt geglittet werden kdnnen oder nicht; fiir den
C 2- stetigen quintischen Beziersubspline wird ein hinreichendes Kriterium zur
Glittung erortert werden.

Sind die notwendigen Bedingungen ( 2.4 ) und ( 2.5 ) fiir ein Segment mit Wende-
punkt erfiillt, wird ein optimaler Streckungsfaktor zu bestimmen sein, der einen
Wendepunkt "gerade verschwinden” 148t ( minimale Korrektur !) .

2. 5. Gliattung eines C 1 _ gtetigen kubischen Beziersubsplines

Gegeben (i) je 4 Bezierpunkte pro Beziersegment
(ii) Parameterzuordnung [t t,,, ] fiir jedes Paar B, P .,
zu interpolierender Punkte

Kriterium : Notwendig and hinreichend fiir die Wendepunktfreiheit eines ku -
bischen Beziersegmentes ist die vollstindige Konkavitit ( Konve -
xitit ) des zugehdrigen Bezierpolygons

Algorithmus zur Beseitigung von Wendepunkten in kubischen Beziersegmenten

(i)  Suchen aller Segmente, deren Bezierpolygon nicht vollstindig konkav
( konvex ) ist

(i1) Suchen aller unter (i) bestimmten Segmente mit Wendepunkt, die die
Bedingungen ( 2. 4 ) und (2. 5) erfiillen ( nur diese kann man glitten!)

(i11) Bestimmung des optimalen Streckungsfaktors fiir alle unter (ii) ge -
fundenen Segmente

Idee * Man versucht entweder b o 31, und -b' oder aber -61, b
und b 5 auf eine Gerade zu legen ; da.zn wird zunachst
der Schnittpunkt der beiden Geraden durch b und b
respektive durch b und b bestimmt und anschlleBend
ermittelt, welche belden Streckfaktoren notig sind, um
entweder die ersten drei oder letzten drei Bezierpunkte
kollinear zu machen.
Bei diesem Vorgehen stoBt man auf folgende Terme :



Cdg,dy D (dy,d

w2 3800da 2y, 280200
(dg,dg> (dy,dg>

Wobei d3 ‘i:t?s—i.’o llnd a‘ = i;l+1:i;l| i=on1)2

und d§ = (-b,a)T, wemn d,=(a,b)

Als Streckfaktor wird der x-Wert verwendet, der aus (0,1]
ist; dies ist min { x, , x, } .

(iv) Ausfithrung der Transformation der Bezierpunkte B', und b o mit dem
unter (iii) bestimmten Faktor x
(v)  Verschiebung aller Parameterwerte t, , j = itl..m , um die GroBe
(-x) +(t, -t ), dh, ty=ty - (1-x) st -t,),
j=i+1 .. m
Beispiel :  Ein nach Ausfiihrung von Schritt (i) und (ii) zu transformierendes
kubisches Bezierpolygon sei gegeben durch die 4 Bezierpunkte

b,=(0,00T, b, =(1,1)T,b,=(2,4)Tundb,=03,0)T

Zu bestlmmen_.slnd dtif Streckungsfaktor x und die transformierten
Bezierpunkte b,' und b 2' ( Schritt (iii) und (iv) des Algorithmus).

Schritt (iii)

-

- T -- e -- = -» .
do=(1,1)T, d,=(1,3)T, dy=(1,-4)T, d3=(3,00T

=) x,= <dy,d;>/<dg.d,0= 375 = 3/5
x,= < dy,dy >/ <dy . dg>= 12/5 .

==) x = 3/§

Schritt (iv)

b, (3/5)=3/5+b,+(1-3/5) s b,

b,(3/5) =3/5+b, +(1-3/5) s+ b,

(3/5,3/5)T,
(1275 ,12/5) T

Damit liegen die ertsten drei Bezierpunkte auf der Ursprungs -

geraden !

Bem. : mit einem Streckfaktor ) 1 entstehen unerwiinschte
Schleifen !

2. 6. Glittung eines C2 - stetigen quintischen Beziersubsplines

Gegeben: (i) m quintische Bezierpolynome zum quintischen Beziersubspline mit
mH zu interpolierenden Punkten und die jeweiligen 6 Bezierpunkte

(ii ) Parameterzuordnung t, zu jedem zu interpolierenden Punkt P,

(iii) Richtungen und Betrige der Randableitungen und Randkriimmungen

iiber die ersten bzw. letzten drei bekannten Bezierpunkte je Segment



Kriterien: Hinreichend aber nicht notwendig fiir die Wendepunktfreiheit
eines quintischen Beziersegmentes ist die vollstindige Kon -
kavitit ( Konvexitit ) des zugehorigen Bezierpolygons ;
hinreichend und notwendig fiir diese Eigenschaft ist, daB die
Krimmung k (t) ,t e[t , t,, ], firallet gleiches Vor -
zeichen hat ( k(t) < (2)0VYte[t ,t . 1).

Bem Im Folgenden wird davon ausgegangen, daB die notwendigen Randbe -
dingungen, ein quintisches Beziersegment itberhaupt wendepunktfrei zu
machen, erfiillt sind , d.h. ,

(i) Polygon go' konkav ( konvex ) oder gerade und
b

(ii) Polygon
(iti) Polygon b,, b,, b

-

(iv) Polygon Bo- b,, by konkav ( konvex ) oder

3’

l oL L

3

2
s konkav ( konvex ) oder gerade und
5

konkav ( konvex ) and

l

(v) alle diese 4 Teilpolygone gerade .

(i), (ii) Kriimmungsbedingungen, (iii), (iv) Tangentenbedingungen )

2.6.1. Fall 1+ Konkavitit ( Konvexitiit ) des Bezierpolygons als hinreichendes
Kriterium fiir Wendepunktfreiheit

Soll die vollstindige Konkavitit (Konvexitit) des Bezierpolygons erreicht werden,
muB der maximale Streckungsfaktor aus ( 0,1 ] bestimmt werden, fiir den dies
erreicht wird.

Analog zum kubischen Fall, bei dem entweder die ersten oder aber letzten drei
Bezierpunkte kollinear gemacht werden, um einen Wendepunkt zu entfemen,
mdssen lm qulntlschen Fall entweder die Bezierpunkte b " ) o und b 3 oder
aber b 2 b 3 und b 4 auf eine Gerade gelegt werden. Um diese beiden Kolline-
arititen zu erzielen, miissen zwei Bedingungen erfiillt sein, deren Losung zwei
potentielle Streckfaktoren ergibt. Der kleinere der beiden Losungen x , und x ,
stelit dabei den maximalen Streckungsfaktor aus ( 0,1 ] dar.

Die beiden zu losenden Gleichungen lauten ( dies sind die Gleichungen, die von
den spiter transformierten Bezierpunkten zu erfiillen sind !)

2) 0 bzw,
3”2 =0

Die in diesen Gleichungen auftretenden Differenzvektoren je zweier mlt einem
zu bestimmenden Faktor x zu transformierenden Bezierpunkte b = b (x)
werden gemiB der Transformationsvorschrift ( 2.1) , 2.2. 2.,in der Variablen X
angesetzt; multipliziert man die sich ergebenden Glelchungen aus, so folgen
zwei kubische Gleichungen fiir x

>
it



+d,-dy>+2¢d3.d,)

i) x3<(d,-d)*, d,-d, > + x2(<-d2 34,
<dSdg> = o

i
d,

Diese Gleichungen konnen jetzt numerisch ausgewertet werden; das groBte x
aus ( 0,1 ] wird als Streckfaktor verwendet.

2. 6. 2. Fall 2: Doppelnullstelle der Kriimmung als notwendige und hinreichende
Bedingung fiir Wendepunktfreiheit

Wird die unter Fall 1 geforderte vollstindige Konkavitiit ( Konvexitit) des Bezier-
polygons als zu streng angesehen, kann ein optimaler Streckungsfaktor im Sinne
einer minimalen Korrektur dadurch bestimmt werden, daB die Krtimmung fiir
dieses Segment eine Doppelnustelle erhilt ( denn : bei der gegebenen Situation
liegen im Segment zwei Wendepunkte und damit zwei Nullstellen der Kriimmung
vor, die gerade verschwinden sollen; die Randkriimmungen sind nach Voraussetzung
ja gleich t) .

Zu bestimmen ist alsoeint gaus [t ,t ], fiirdas k(t 5 ) = k'(t ;) =0
und k" (t 5 ) # 0, so daB hier zugleich ein Maximum ( Minimam ) der Kriimmung
entsteht. Ist dieser Grenzfall einmal erreicht, ist das Beziersegment wendepunkt-
frei.

Es muB also gelten : (i) k (tg) =0 und
(i) k'(ty) =0 and
(i) kK"(ty5) <(>) 0 ==) Maximum ( Minimam )
der Kriimmung k(t)

Verwendet man die Formel ( 2. 3 ), 2.4., zur Bestimmung der Kriimmung k (t)
und deren Ableitung k'(t), so hat man in den sich ergebenden Briichen lediglich
die beiden Zdhler 0 zu setzen, um (i) und (il) zu erfiillen. Beim Nullsetzen
der beiden Zihler enstehen die Gleichungen

4 3
2 2 (B () et Xty )7 A8 = 0
k=0 1=0

und

4 2
Z Z (t) (%) (tm'tm)k+l “"ftu:)‘s-k_l <a:'al+z’zal+1+al> =0
k=0 1=0

t . sel hierbei die gesuchte Doppelnullstelle der Kriimmung; gesucht ist nun das
Tupel ( x opt'tm ) , so daB bei Streckung des Segmentes mit dem Faktor x opt
in dem dann transformierten Parameterintervall [t , , t, '] firt =t _ die ge-
wiinschte Doppelnulistelle von k (t) ist.

Numerisches Verfahren zur Bestimmung des Tupels ( , JEMIDY A

gegebene Situation : k ( x4=1,t;) 2 (<) 0 und
k(xg=1,t 2 (<) 0, d.h. Randkriimmungen

haben gleiches Vorzeichen

1+1



(o)

(i)

(i)

(iit)
(iv)

(v)
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Indexi:=0; x,=x4:=1 ,

Bestimmung aller Nullstellen t,, von 0k (x,t) / ot auf [t t,1,
d.h. Bestimmung aller Stellen t o) fiir die k(x,, to; ) ein lokales
Extremum besitzt

Bestimmung des t  aus der Menge aller tog: fiir das k(x,, t ) das
Minimum ( Maximum ) aller k(x,, to’) ist

Ist das Minimum k(x,,t ) 2(2) O bei (v) fortfahren, sonst bei (iv)
Bestimmung der maximalen Nullstelle x ., von k(x,t _);

i=i; x;=x ., 8x (Ax & 11); bei (i) fortfahren
Transformieren des Parameterintervalls und der gegebenen Bezierpunkte
mit dem Streckungsfaktor x opt = Xy -

: Die Idee dieses Vorgehens besteht darin, x solange von 1 beginnend in

Richtung O zu bewegen, bis das x= x__, gefunden ist, fiir das k ( xopt_,tm)
auf dem ganzen Intervall [ tyty fgréBer—glelch ( kleiner-gleich) 0

" ist.

2. 7. Glittung beliebiger Teile eines ebenen Bezierpolynoms

Ist ein ebenes Bezierpolynom b (t) n-ten Grades mit zugehoOrigem Parameter-
intervall [ a,b ] gegeben,das nur auf dem Teilintervall [t , , t , ] mit der Eigen-
schaft a £t , <t , < b geglittet werden soll, da nur hier ein Wendepunkt vor-
liegt, so ist folgende Vorgehensweise erforderlich, um bei Zerlegung des gege-

benen

Bezierpolynoms an den Zerlegungsstellent ,und t , C 2 _ Stetigkeit zu

gewihrleisten

(1)

(i)

iit)

(iv)

Zerlegung von b (t) an der Stelle t, in die Bezierpolynome bI(t) und
B (¢t) jeweils n-ten Grades

Zerlegung von b (t) an der Stelle t, in die Bezierpolynome o1 (¢)
und IV (t) jeweils n-ten Grades

Berechnung der ersten beiden Ableitungen an den Stellen t, und t %,;
Bestimmung der 6 Bezierpunkte eines quintischen Bezierpolynoms b ¥ (t),
das C2 - stetig an die beiden Bezierpolynome bI(t) und b TV(t) an-
schlieBt und auf [ t, , t, ] definiert ist

Bei erfiillten notwendigen Randbedingungen fiir Wendepunktfreiheit von
bV (t) Streckung des Parameterintervalls [t,,t, ] mit einem optimalen
Streckungsfaktor

2. 8. tibertragung der Verfahren fiir ebene Bezierpolynome zur Glittung von

TP - Bezierflichen

2.8. 1.

Streckung eines TP - Bezierflachensegmentes

Eine TP - Bezierfliche m-n-ten Grades ist gegeben durch

m n
b(u,v)i= ) b, , * B} (v) + BT (w)
=0 j=0

mit zugehoriger Beziermatrix B = Bt. ] D 2.6.)
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Ist b (u,v) eine CP9- stetige mehrteilige/mehrsegmentige TP - Bezierfliche

m-n-ten Grades und soll ein Segment mit Definitionsgebiet [ u PR E [v’ Vi ]
mit den Streckungsfaktoren x := ( Uy -a,)/ (u,,,-u,) fiir den Parameter
g und y = ( vjﬂ'-v,) / (v 1—v,) fiir den Parameter v gestreckt werden, so
bleibt zu den sich 4 anschlieBenden Nachbarsegmenten die vorgegebene C P9 -
- Stetigkeit erhalten, wenn die Beziermatrix folgendermaBen transformiert wird :

b0,0' bo,n' bO.O bO.n T
B'= | .. Lo =T L e (Ty)
bm,O' bm.n bm.O"' bm.n
=T +B+*(Ty)T (2.7)

Hierbei seien T (x) bzw. T (y) die zu einer Transformationsvorschrift Zusammen-
gefaBten Transformations - Matrizen aus ( 2. 1 ) die hier die Parameter -
intervallstreckung in u und v beschreiben.

Bem. : Der Aufwand, eine segmentierte TP - Bezierfliche kubischen oder quin-
tischen Grades zu strecken ist betrichtlich ; bei einer gleichzeitigen
Streckung fiir die Parameter u und v sind ja all diejenigen Segmente
der TP - Fliche zu transformieren, die in u das Intervall [u N
respektive in v das Intervall [ v 3+ Vin ] miteinander teilen. Soll beispiels-
weise eine quintische TP - Bezierfliche mit r¢s Segmenten in u und v
gestreckt werden, so sind insgesamt groBenordnungsmiBig die Bezier-
punkte von r+s Segmenten mit jeweils 36 Bezierpunkten zu transfor-
mieren.

Es ist dazu wie folgt vorzugehen ( Verwendung von (2.7) !) :

(i) Streckung des Segmentes Seg,J , fiir das ( nach noch zu be -
stimmenden Kriterien ) eine "Beule" entdeckt worden ist, mit den
Streckfaktoren x und y

(ii) Streckung aller Segmente Seg 0.4 SegHJ , Seg 141,47 .oy Seg m-1,
d.h, aller Segmente,die mit dem beulenbehafteten Segment Seg 1y
das gleiche v-Intervall [ v g0 ¥ ] teilen, mit den Streckfaktoren
x = | und y aus (i)

(1ii) Streckung aller Segmente Segt.o, ....Segu_1 . ....Seg,_bq , ...,Seg‘.n_j.
d.h, aller Segmente, die mit dem beulenbehafteten Segment Seg”
das gleiche u-Intervall [ u,, u, +1 ] teilen, mit den Streckfaktoren
x aus (i) und y = 1

2. 8. 2. _Konkavitits- ( Konvexitits- ) Bedingungen fiir TP - Bezierflichen

Eine Klasse von Flichen, die "beulenfrei” sind, sind die konkaven ( konvexen )
Fliachen ; hinreichend fiir die Konkavitit ( Konvexitit ) eines einfach zusammen-
hingenden Flichenstiicks der Klasse C K ist die Forderung nach negativer ( po-
sitiver ) GauB - Kriimmung in allen Flichenpunkten P (u,v). Die GauB-Kriimmung
ist wie folgt definiert

(B, B> +<H.B
(B Bgo*<B,.

(2.8)

K(p(u,v):=



Hierbei ist B der auf 1 normalisierte Normalenvektor zu p u,v) und p
sind die partiellen Ableitungen o p (u,v) / ou, ...

Bem.:@ Die GauB - Krimmung K stellt aus differentialgeometrischer Sicht den
Quotienten aus 2. und 1. Fundamentalform regularer Flichen dar.

Es soll nun eine hinreichende Forderung an die Bezierpunkte eines TP-Flachen-
segmentes angegeben werden, die ein konkaves ( konvexes ) zugehoriges TP -
-Beziersegment garantiert. Die Forderung nach negativer ( positiver ) GauB-
- Kriimmung in allen Segment-Flichenpunkten stellt sich dann wie folgt dar :

Zum Erhalt positiver GauB-Kriimmung in allen Flaichenpunkten eines Segmentes
ist notwendig, daB in den 4 Eckpunkten eines Segmentes positive GauB-Kriimmung
vorliegt.

Ist ein Segment Seg ; ; mit Parameterintervallen (u, ,u,,, Jund[v e ] ge-
geben, so stellt sich diese Bedingung bezogen auf die Ecke uzu und vEv und
Eezogen auf die "zu dieser Ecke gehtrenden Bezierpunkte" b 0.0 ' b 1,0 * b 2.0
bgy b“ und b22 so dar :

(1) b 2,0 " und b 0,2 liegen beide unterhalb oder oberhalb der Tangentialebene
an bo o d. h., unterhalb oder oberhalb der Ebene durch bo 0 b1 o
und bo ; ( diese Ebene soll mit "E" abgekiirzt werden ) .

(ii) Fiir die euklidischen Abstinde der Punkte b 2,0 ' 50'2 und Si.l von der
Ebene E muB die Relation

dist (B, ,E) (V (D 2IL) w dist (B0, ) # dist (B 5, E)

erfiillt sein ; m, n sind dabei die Bezierpolynom-Grade fiir die Parameter
ubzw.v .

Fiir die iibrigen 3 Ecken eines Flichensegmentes sind analoge Bedingungen giiltig.

Um die Konvexitit eines beliebigen Segment-Flichenpunktes P (u,v) mit
uela, ,u,,Jundve[v,, v, ]zu iiberprifen, wird das Segment Seg |,
an der Stelle (u,v) in 4 Teilsegmente mittels des ( de Casteljau- ) Zerlegungs-
verfahrens fiir TP-Bezierflichen zerlegt ; anschlieBend wird die unter (i) und
(ii) vorgeschlagene Methode herangezogen, um alle 4 in der Ecke (u,v) zu-
sammenlaufenden Teilsegmente hier auf Konvexitat zu priifen.

Hinreichende Bedingung fiir die Konvexitdt einer TP - Bezierfliche

Eine TP - Bezierfliche m-n-ten Grades ist konvex, wenn

(i) alle Bezierpunkte Ecken der konvexen Hulle des Beziernetzes und

(ii) alle Beziernetz-Seiten b, ,bt 4+ und bl jb| +1,5 Seiten der konvexen
Htille sind und . . .

(iii) je 4 Bezierpunkte 3‘4 , bl+l.j . bl.}ﬂ und bl+l.j+l ein Parallelogramm
bilden .



2. 8. 3. Glattung mehrteiliger / segmentierter TP - Bezierflichen,
speziell C2:2 - stetige quintische TP - Bezierflichen

Setzt man eine C 2:2-stetige quintische TP-Bezierfliche durch alle Bezierpunkte
als gegeben voraus - je Segment 6 * 6 Bezierpunkte gemiB geeigneter {ibergangs-
bedingungen bestimmt - , so muB sich ein Glittungsalgorithmus prinzipiell in
die folgenden drei Schritte aufteilen :

(i) Bestimmung der Segmente , deren 36 Bezierpunkte das am Ende der
letzten Seite vorgestellte hinreichende Kriterium verletzen und

(ii) Bestimmung "optimaler" Streckungsfaktoren x und y fiir all die unter
(i) bestimmten zu korrigierenden Segmente

(iii) Ausfithrung der Bezierpunkt-Transformation mit den unter (ii) be -
stimmten Faktoren

Die Schwierigkeit der praktischen Ausfiihrung besteht in Punkt (ii)

Welche Streckfaktoren erfiillen einerseits (i) und (ii) des hinreichenden
Kriteriums unter 2.8.2. und lassen gleichzeitig (!} (iii) gelten ?
Im Spezialfall, daB je 6 Bezierpunkte b o4 b 54°1° 0...5, bzw. b .01 ,B 5.5

j = 0...5 , komplanar liegen, erscheint es sinnvoll, beide 6er Gruppen von Bezier-
kurven derart mit Streckfaktoren x bzw. y zu strecken , daB beide Gruppen je
6 konvexe ebene Bezierkurven reprisentieren. Ob dabei aber auch die Paralle-
logramm-Eigenschaft je 4 benachbarter Bezierpunkte erreicht wird oder durch
weitere Verinderung der Streckfaktorem x und y herbeigefiilhrt werden kannm,
ist eine offene Frage.

Aus diesen Griinden scheint hier der beste Weg darin zu bestehen, Seg-
mente mit Beulen interaktiv mit verschiedenen Faktoren zu transformieren und
die dabei jeweils entstehenden Segmente mit Verfahren zur Detektion von evtl.
immer noch vorhandenen Beulen zu untersuchen und gegebenenfalls weiter zu
strecken.

Bem. : Hoschek hat ein Verfahren zur Erkennung von Beulen vorgeschlagen

( s. Kapitel 3 ') .

Numer?gches Verfahr_e_n zur Bestimmung des Tupels ( X . Yore» UV )

( In Analogie zum Verfahren zur Bestimmung von (X gpe 't m ) unter 2.6.2. ;
Schelske selbst hat diese Moglichkeit in seiner Dissertation nicht erwihnt . )

gegebene Situation : GauB-Krimmung ist in allen 4 Ecken des Patches
positiv, K(u;,v;) > 0,...,K(u,,,v,,) >0 ;
das betrachtete Patch besitzt wenigstens 1 Beule, d.h.,
es gibt Stellen mit K(u,v) <0 .



(o) Indexi=0; xg=y4 =1 (=) gegebene Situation )

(i) Bestimmung aller lokalen Extrema der Funktion K(x,,y,,u,v) auf
dem gegebenen Definitionsgebiet des Patches ; hierbei sind X, ¥, fest
und u und v die eigentlichen Variablen, d.h., man hat die lokalen
Extrema einer bivariaten Funktion zu finden.

(ii) Bestimmung des Tupels (u __,v ) aus der Menge aller Tupel ( uoj.vo’),
fir das K(x,,y,,u_, ,v ) das Minimam aller I((x‘,y,.uoj ,vo’)ist.
Hier wird also das Minimum aller lokalen Extrema der unter (i) ange-
gebenen ( eigentlich bivariaten ) Funktion K gesucht.

(iii) Ist das unter (ii) bestimmte Minimum K(x‘,y,,um,vm) > 0, so ist
die GauB-Krtimmung des Patches tiberall positiv und es soll bei (v)
fortgefahren werden;
bei Verletzung dieser Bedingung moge bei (iv) fortgefahren werden.

(iv) Bestimmung des maximalen Nullstellen-Tupels {x __,,.y_.,,) der Funktion
K(x,y,u_,v_)dh, xundy sind variabel ( auf (0,1]) und u und v

. sind fest; damit ist also die Nullstellensuche einer bivariaten Funktion
erforderlich.

Bezeichnung : ein Nullstellen-Tupel (x,y) ist maximal, wenn kein
Nullstellen-Tupel (x',y') existiert, das einen kleineren
euklidischen Abstand vom Tupel ( 1,1) hat.

=i+ (x,,y,) =(x ~AX, Y o~ AY), wobei Ax, Ay L1
Fortfahren bei (i).
(v) Transformieren des Parametergebietes und der gegebenen Bezierpunkte
mit den beiden Streckungsfaktoren x = x, und y

null

opt opt =Yy

Bem. : Die Idee dieses Verfahrens besteht darin, x und y von (1,1) begimmend
"in Richtung (0,0)"zu bewegen bis das maximale Tupel ( x=x opt! Y opt)
gefunden ist, fiir das K (x| m) auf dem ganzen Defi-
nitionsgebiet [ w,,u,,, 1 x I_P:' v ] gmBer (1) 0 ist.
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2.9. Bilder zu Kapitel 2

a) Zerlegung eines quintischen Bezierpolynoms an der Stelle t=0.5

Auswirkung der Parameterintervall - Streckung eines biquintischen
Bezierpunkt - Netzes

b3 b3S

b2

bl

e —> B2(t)

s > Bi(t)

b@ B(8)

Zerlegung eines quintischen Bezierpolunoams
fur t = 6.5

Streckung in v

Streckung in u

Streckung

in v und v



b Auswirkung der Parameterintervall Streckung eines kubischen
Beziersegmentes bei Streckfaktoren 1, 0.75 0.5 und 0.25

42
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c) Beseitigung zweier Wendepunkte eines quintischen Beziersegmentes
bei gleichen Vorzeichen der Randkriimmung
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Kapitel 3 : Glattungsverfahren fiir Kurven und Flichen nach HOSCHEK

3. 1. Erkennung unerwiinschter Krtimmungsbereiche

Zur Detektion von Wendepunkten in Kurven bzw. Vorzeichenwechsein der
GauBschen Krimmung in Flichen schligt HOSCHEK zwei einander &hnliche
Verfahren vor (die polare und die k-orthotomische Abbildang).

Beide beruhen darauf, zu einer gegebenen Kurve / Fliche eine duale
Kurve 7/ Fliche zu berechnen, in deren Verlauf die unerwiinschten Kriimmungs-
bereiche erheblich deutlicher sichtbar werden als in der urspriinglichen Kurve /
Fliche. Beiden Methoden ist gemeinsam, daB die dualen Kurven/ Flichen
an den Stellen Singularititen aufweisen, an denen die gegebenen Kurven / Fliachen
verschwindende Krtimmung bzw. GauBsche Kriimmung haben.

Als erste Moglichkeit, Kurven bzw. Flichen auf eine duale Kurve bzw. Fliche
abzubilden, soll die polare Abbildung beschrieben werden.

3.1.1. Polare Abbildung zur Erkennung von Wendepunkten

Eine ebene Kurve sei wie folgt in Parameterform gegeben
- T -l
Bt = (x(t),y(t)) ( B(t) gehe nicht durch (0,0)T )

Eine Polaritit ist eine lineare Transformation, die jeden Kurvenpunkt p(t) ein-
deutig auf eine Gerade abbildet und umgekehrt. Hoschek wihit dazu folgende
Transformation :

F RZ —> R2Z , wobei
506 = (x(®.y@NT —> 6® = {g=(e,prT exw+Byw+1=0}
(3.1

Da flir ein festes t auch x(t) und y(t) fest sind , kann die zu S x(t),y(t) )'r
gehorige Gerade auch geschrieben werden als 5 = —(x(t)/y(t) s 0 -1/y(t)
( o als Abszisse und B als Ordinate !) .

Durchliuft t nun seinen Definitionsbereich, so erhilt man zu jedem Kurvenpunkt
eine Gerade; je eine Gerade korrespondiert mit einem Kurvenpunkt P(t). Die zu
P(t) gehdrige duale Kurve erhilt man jetzt dadurch, daB man die Enveloppe aller
- jeweils zu einem Kurvenpunkt gehSrenden- Geraden berechnet. Diese Enveloppe
ist dann die duale Kurve der urspriinglich gegebenen Kurve. Fiir die Enveloppe
miissen zwei Bedingungen erfiillt sein

1. ox(t) +pPy(t) +1 =: 0 and ( Differentiation nach t )

2. odx +py = 0 (3.2)
(3.2) ergibt ein LGS zur Bestimmung von o und ﬂ; man findet fiir sie

g =—2— wnd Pro)=—= (3.3)

Xy - Xy Xy - XY
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Durch ¢ (t) und ﬁ(t) ist damit die duale Kurve gegeben P (t) gehe nicht durch
den Ursprung, s.0.!).

Auf analoge Weise gewinnt man zu einer Fliche die duale Fliche. Die Fliche sei
gegeben in der Form

T

-

p(u,v) = ( x(u,v) , y(u,v) , z(u,v) )
Die Transformation Flichenpunkt {—) Ebene hat somit die Darstellung

F R? — R3 wobei

=l

B (u,v) = ( x(w,v),ylu,v),z(u,v) )T +)
B = {g=(a,f. T | ex(uv) +fymwv+fz@mvI+1 =0}
(3.4)
Die Schar der sich ergebenden Ebenen zu jedem Flichenpunkt stellt wiederum
die Enveloppe der dualen Fliche dar; man erhilt ihre Darstellung durch parti-

elle Differentiation von F nach uw und v und anschlieBender Elimination von
o fund | :

(1 ex +By +fz+1=0 )
!
2. Py = Uxg + fya *+ §2a =0 und
!
3. F, = ox, + By, + [z, = 0 (3.5

o(u,v) = (‘f‘;y_',Z)
(X,Y.2)
ﬁ(u.v) = (,f,':ei_,'Z) und
(X,¥.2)
(X,¥,-¢)
= (3.7)
‘(u,v) (%.7.2)
Hlerbelist.i“=(x.x,,.xv)r,S"=(y,y,,yv)T,'z'=(z,zu.zv)'r‘

e;=1(1,0, 0)T; “(.,.,.)" stelit eine Determinante dar.

Bezeichnet man die duale Kurve zu p(t) mit %(t) , so gilt iwischen beiden fol -
gende Aussage ( analog zwischen den Flachen P (u,v) und plu,v))

(1) Besitzt p(t) einen Wendepunkt fiir t=tg, so hat %(t) eine Singularitit
fiir t=t, ( Beweis : s. Hoschek!) .



(ii) Ist die GauB - Kriimmung der reguliren Fliche P (u,v) an der Stelle
(u,v)=(ugp,vo) Null oder wechselt sie dort ihr Vorzeichen, so hat die
duale Fliche P (u,v) dort eine Singularitit ( Beweis ! s. Hoschek !) .

(3.8)

Bem. : Der Begriff "Singularitit” ist im Fall der dualen Kurve s0 zu verstehen,
daB die duale Kurve an der Stelle t einen Sprung in der erstem Ab-
leitung hat ; im Fall der dualen Fliche hat wenigstens eine der beiden
partiellen Ableitungen dieser dualen Fliche an der Stelle (ug.vo) einen
Sprung . Diese "Spitzen" dienen dann der Detektion der unerwiinschten
Kriimmungsbereiche .

An dieser Stelle sei dazu noch angemerkt, daB sich die duale Fliche zu einer
Fliche bei Verwendung der unter (3.7) angegebenen Beziehungen auch
schreiben 148t als

__ PaxBy
det ($,Ba.Bv)

(u,v) = 3.9)

3 polar

wenn P (u,v) polar abgebildet wird.

3.1.2. k- orthotomische Kurven zur Erkennung von Wendepunkten

Zunichst soll beschrieben werden, wie man zu einer ebenen Kurve p(t) die
92 - orthotomische Kurve erhilt; sei § ein beliebiger Punkt der Ebene, der nicht
auf P(t) liegt und T die Tangente an P(t) ; dann erhilt man den Punkt P(t)
auf der 2 - orthotomischen Kurve, indem man den festen Punkt q an der Achse T
spiegelt. In diesem Fall haben also 4 und P (t) den gleichen Abstand von_der
Tangente T, daher wird von einer 2 - orthotomischen Kurve gesprochen. Hat P (t)
den doppelten Abstand von der Tangente, so liegt eine 3 - orthotomische Kurve
vor usw.

Bezeichnet ii(t) den Einheitsnormalenvektor zum Kurvenpunkt P(t), so kann
man P (t) folgendermaBen ausdriicken

~

B () = g+ ke (BO-4.30W) s h(®) 3.10)

Bem. : Im Spezialfall k = 2 handelt es sich um eine Achsenspiegelung. Den Punkt
P (t) erhilt man fiir beliebiges aber festes t durch Spiegelung des
Punktes 4 an der Tangente (=Achse der Spiegelung) durch den Punkt B(t)
an die gegebene Kurve.

Im Fall einer reguliren Fliche P (u,v) wird die Tangente lediglich durch die
Tangentialebene ausgetauscht. Ist fi(u,v) der Einheitsnormalenvektor an die
Fliche p(u,v) , § ein beliebiger Punkt im Raum, der nicht auf P (u,v) liegt,
und T die Tangentialebene im Punkt B (u,v), so ergibt sich die k - orthotomische
Fliche p (u,v) zu



d+ks{plu,v)-4,8(u,v)) #0(u,v) (3.11)

%(u.v)

Fiir die k - orthotomischen Kurven bzw. Flichen gelten nun zu 3.8) analoge
Sitze ( Beweis : s. Hoschek ! ) ¢

(i) Ist p(t) eine regulire ebene Kurve der Klasse C3 und ist § ein belie-
biger nicht auf P(t) liegender Punkt, durch den zugleich keine Tangente
an P (t) lauft, so hat die k - orthotomische Kurve p (t) genau dann
an t=tg eine Singularitit, wenn p(t) dort einen Wendepunkt hat.

(1) Ist P(u,v) eine regulire Fliche der Klasse C3 und ist § ein beliebiger
nicht auf P (u,v) liegender Punkt, durch den zugleich keine Tangentlal-
ebene an P(u,v) lduft, so hat die k - orthotomische Fliche p (u,v)
genau dann an (u,v)=(uo,vq) eine Singularitit, wenn p(u,v) dort die
GauBsche Kriimmung O hat oder sie dort ihr Vorzeichen wechselt.

3.12)
Bem.: Der Faktor k ist von Interesse, da die Singularititen in einer k -ortho-
tomischen Kurve /7 Fliche desto stirker hervortreten, je grioBer dieser
Faktor ist .

3. 2. Glattungsverfahren nach HOSCHEK

3.2. 1. Interaktives Glitten mittels Dualkurven

Die in 3.1. eingefithrten dualen Gebilde zu einer Bezierkurve bzw. Bezierflache
eignen sich dazu, Wendepunkte zu beseitigen. Nach (3.8) bzw. (3.12) treten in
einer dualen Kurve / Fliche deutlich Singularititen hervor, wenn in einer gege-
benen Kurve / Fliche Wendebereiche vorliegen. Man wird daher zweckmaBiger-
weise so verfahren, daB man zu jeder in einem ersten Schritt generierten Bezier-
kurve / -Fliche die jeweilige duale dazu erzeugt; dabei ist gleich, ob die unter
3.1.1. beschriebene polare Abbildung oder eine orthotomische Kurve / Flache
verwendet wird. Im Fall ebener Kurven wird man zu

peoy = (xv),y0)) 7T

also entweder die polare Kurve

- _ -y X T
Ppoler ~ (Xi-fcy ' xx'r-*y)

oder aber eine k - orthotomische Kurve

Pomno = 4 * ks {P(t)-q,0(t)) » n(t)

berechnen ( entsprechend im Fall von Flichen ) . Fallen in P polar bZW. P ortho
Singularititen auf, so ist wie folgt vorzugehen :
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(i)  Stelle fest, zu welchem Teilintervall [t,,t,,,] der ( die) Parameter -
wert (e) gehort (gehdren), fir den (die) Singularititen in der dualen
Kurve auftreten.

(ii) Priife, ob die Randbedingungen ( Tangenten, Kriimmungen ) eines mit
Wendepunkt behafteten Segmentes Seg, - definiert auf [t,,t,,,]-
es zulassen, daB der Wendepunkt ausgeldscht werden kann ( zu den
Bedingungen fiir Wendepunktfreiheit siehe Kapitel 2, 2.6. ).

(1) Kann ein Wendepunkt auf [t;,t,,,] beseitigt werden, so ist im Sinne
einer miglichst geringen Korrektur des Gesamtkurvenverlaufes das
Segment / Kurvensttick Seg, in 3 Segmente durch Zerlegung an den
Stellen a und b derart aufzuteilen, daB die dabei neu entstehenden
Segmente auf [t;,a] bzw. [a,b] bzw. [b,t,;] definiert sind und
das mittlere Segment, definiert auf [a,b], den Wendepunkt enthiilt.

(iv) Das auf [ a,b] definierte, mit Wendepunkt behaftete Segment kann nun
z.B. nach SCHELSKE ( s. Kap.2!) durch Parameterintervall-Streckung
korrigiert werden.

(v)  Wird dieses Vorgehen auf alle in der dualen Kurve enthaltenen Singula-
rititen angewendet , so kinnen in der sich zaum SchluB ergebenden
dualen Kurve nur noch an den Stellen Singularititen sein, an denen
die Randbedingungen des zugehdrigen Beziersegmentes keine Beseitigung
eines Wendepunktes gestatten.

Der hier beschriebene Algorithmus kann natiirlich mit den entsprechenden tiber
tragungen auch zur Detektion von Nullstellen der GauBschen Krimmung in
Bezierflichen herangezogen werden; dabei stellt sich jedoch das Problem einer
geeigneten Korrektur des Bereiches, in dem der unerwiinschte Krimmungs-
bereich vorliegt ( s. SCHELSKE, Kap.2, 2.8. !) .

3. 2. 2. Bezout - Determinante zum Priifen auf Wendepunktfreiheit

Als weitere Methode, ausschlieBlich aufgrund der vorgegebenen Bezierpunkte
einer Kurve / Fliche Wendebereiche zu finden, schligt Hoschek die Bezoat -
- Determinante vor. In Anbetracht der Tatsache, daB fiir die geometrischen
Eigenschaften allein die Bezierpunkte ausreichen, wird bei diesem Verfahren der
Parameter eliminiert. Als vorgegebenes Ziel fiir mit Wendepunkten behaftete
Bezier-Kurvensegmente wird auch hier angestrebt, 2 Wendepunkte in einen
Flachpunkt tibergehen zu lassen, d. h., es soll der Zustand erreicht werden, daB

(1) P'(t) xP"(t) = 0 und (i) P () xP™(t) = 0 (3.13)
zugleich erfiillt sind

Bem.: Definiert man die Kriimmung k(t) einer ebenen Kurve p(t)= (x(t),y(t))T

als X (£)#y"(t) - x"(t)#y' ()

((x@)2+ (yw)2)3/2

k(t) =

50 liegt ein Flachpunkt an einer Stelle t dann vor, wenn zugleich k(t)
und k'(t) dort Null sind;(3.13) stellt die dafiir notwendigen Bedingungen
dar ( Z3hler von k(t) und k'(t) als Kreuzprodukte geschrieben !) .
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Die Ableitungen einer Bezierkurve lassen sich mit Vorwirtsdifferenzen ( siehe
Kapitel 1, 1.3) in der Form

) - §: n]

1 n-2 2
-h gy - n-
pr(t) = (b—a)z (n—2)' E A b 1#B, " (t) und

1 n-3 3
- g0 - n-
BU(e) = m—oye (n—3)' EOA b,*B " (t)

= tela,b]
schreiben.

Dividiert man By (t) durch (b-t)™, so gewinnt man die Darstellung
By (0/7(b-0)" = (Jew? . (3.14)

Die drei ersten Ableitungen der Bezierpolynome kénnen damit bei Vernachlissigung
unnétiger konstanter Faktoren folgendermaBen geschrieben werden :

n-1 n—2_. n-3
REwh Bt o= D dwt Bt o= Y Ew
i=0 i=0 i=0
(3.18)

Hierbei sind die Vektoren € , d ; und & ; Vielfache der entsprechenden Vorwirts-
differenzen :

g = ("i)a's, . 4 = ("1%)a%h, . & = (7%)2%,
Mit der Darstellungsweise (3.15) gilt fiir die beiden Kreuzprodukte ans (3.13):

2n-3 Zn-4
p'xp" Zr‘w' , PxXPp™ = Zs,w‘ , wobei

r, = Z(meal) und Z(meel)
ml 2 9 =l
! r'::i

FaBt man r ; und s ; zum Vektor fi ; = (r; ,8 ;) T zusammen, so kann man die
beiden Kreuzprodukte zu einem vektorwertigen Polynom ( Dimension 2) zusammen-

fassen :
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N
d(w) = > m,w! N=2n-3 3.16)
i=0

Um den Parameter w zu eliminieren, spaltet man @ (w) in zwei Teile auf :
d(t) = (t-a)N-1a(myw! ot By )

+ ( ﬁN—l-l wN-1-1 o mg )

Damit lassen sich folgende Terme bilden

-\,‘ (w) = I_ﬁNW‘ + ...+ EN-I
Jetzt bilde man die N Polynome vVo x g, ... , Vpq_y x @

Vo xq = oo wN'1 4+ + UoN-1

Vn-1X3 = UnogowNT? + + UNo1N-Y (3.
Hierbei gilt fiir die Koeffizienten o, ,

Oy = Z (mpyxmg)

P<N
P 2 max (N-k,N-1)
p+q = 2N-k-1-1 (3.

Damit hédngen die ¢ , , nur von den gegebenen Bezierpunkten ab; soll das
Polynom @ aus (3.16) verschwinden, so muB

det |y | = 0 (3.19)
erfiillt sein Bezout - Determinante ) .

Somit ist es moglich, (3.19) als Glattheitskriterium zu verwenden ; hat man in
einem Beziersegment einen Wendepunkt entdeckt, so sind die zugehrigen Bezier-
punkte solange zu variieren, bis die Bedingung ( 3.19) erfiillt ist, d. h., ein Flach-
punkt anstelle von zwei Wendepunkten entstanden ist.

Im Falle segmentierter Bezierflichen zieht die Erzeugung eines Flachpunktes
fir die GauB - Kriimmung K (u,v) an einer festen aber beliebigen Stelle die
Beziehungen

K (au,v) = oK(u,v)/0ou = 3dK(u,v)/dv = O 3.20)
nach sich . Hoschek fiihrt aus, wie man diesen Zustand durch Variation

der Bezierpunkte und unter Verwendung der Bezout - Determinante erreichen
kann ( siehe HOSCHEK , Literaturangaben [11] und [12] ! ) .



3. 3. Bilder zu Kapitel 3

- Prinzip einer polaren Abbildung : Punkt=(x,y) T —) g = Gerade, wobei
g xxX'+yy +1=0

- quintisches Beziersegment mit zugehdrigem polaren Bild
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Kapitel 4 : Glattungsverfahren fir bikubische Flachen nach BRUNET

BRUNET gibt in einer Publikation ( 1985 ) ein Verfahren an, die "Glattheit"
eines bikubischen Patches an dessen inneren 4 Bezierpunkten zu messen und
diese so zu modifizieren, daB sie sich einem "Ideal” , den 4 inneren Bezierpunkten
eines bilinearen Coons-Patches , moglichst annihern.

4. 1. Bestimmung der 4 Twists P an den Ecken eines Patches

Zunichst sollen einige Moglichkeiten erortert werden, die 4 Twists p av an den
Ecken eines Patches zu bestimmen, wenn von vornherein nur die 4 das Patch be-
grenzenden Kurvenp (0,v), P (1,v), P (u,0) und P (u,1) und die Ableitungen
P (0,v),B,(1,v),p (u,0) und B, (u,1) gegeben sind und eine Auswertung
des Patches nach Coons ( s.Kapitel 1 ) angestrebt wird.

Die 4 Twists B , die in der Matrix
— |

3 (0,0) P (0, 1)!" (0,0) B, (0, D]
3 (1,00 3 (1 l)'p (1,0) B, (1,1)

$,0,00 $,(0, 1),pw(0 0) B 0.1
- - '..I b
Ball.0) B 1.1)1B,01,0) By01.1) |

auftreten ( vgl. Kapitel 1 (1.16), 1.5.2. ), sollten nicht 0 gesetzt werden, da dies
zu Pseudo - Flachpunkten im Patch fiihrt. Es bieten sich aber zahlreiche andere
Methoden, diese GroBen vorzugeben.

4. 1. 1. Gewinnen der Twists aus dem Ferguson-Patch ( Kapitel 1, 1.5.3.)

In Kapitel 1 (1.5.3.) wird erklirt, wie sich die GroBen o pu. pv und pw eines
Patches in Abhidngigkeit von den 16 Bezierpunkten b, ,j des zugehorigen Ferguson -
TP - Patches ergeben; hier soll die Beschreibung fiir das Patch Seg, mit
uelug,up,y] und velvy,v,3] erfolgen :

I
-ﬁ (i’j) iﬁv(l!’)—l (i‘{ukunk-}‘}o
Balig) iﬁ..v(i-l) Jelvivial )
_ : ) ) —
bo,o by 'B(bo.fbo.o) B(bo.s bo.z)
byo b3, 'B(bsn b3o) fbyz-by )
__________________________ L_..______________-____.______________-_...._-.._-....._

3)'“ﬁ(bo,o b,0 bo 1*"1 1) “ﬁ (boz by o bo.s"bn a)

(!( si'o-bo'o) m( 51,3—
,3’.“5“’20 bio b21+b31) “ﬂ (bzz bj o bz,s‘“ba 3)

b

( hierbei gilt + O =3/(upyy-uy) . B =3/(vpy-vy) )
r .

Py Sy L 7z




Man erhilt also fiir die Twists
Buv(U V1) = 8(Bg 5-by 5B 1+By 4 ), B o fupvin) =“ﬁ(go.z‘sa.z’so,s*gi.a)'
POkt V= 8B By 5B by 1 +D3 4 ), Bryfukaavie) = (B, 5B, 5 b;,3tby 3l

( i;o.o o ol s 33.3 jeweils fiir Patch Segy ; ) (4.1)
Hierbei sind b 1.0 b 1.3 b 0, b 3,y - 1J=0..3 - die 12 Bezierpunkte der 4 Rand-
Kurven, die 4 inneren Bezierpunkte b 1 -1,j=1..2 - sind Bezierpunkte, die sich
durch Anwendung des TP-Schemas fiir bikabische TP-Flichen ergeben ( s.Kapitel 1,
(1.11), 1.4.) .

Man sieht auch, daB nur die Twistvektoren p uv YO den 4 inneren Bezierpunkten
abhdngen .

Bem. : (i) Sind die 4 Twists in einem gemeinsamen Punkt zusammenlaufender
Patches ungleich, so ist nur C© - Stetigkeit gegeben.
(ii) Soll der Verlauf / das Aussehen der 4 Randkurven bei einer Patch-
Modifikation erhalten bleiben, so diirfen nur die Twists und damit
nur die 4 inneren Bezierpunkte variiert werden.

4. 1. 2. _Verwendung der Twists des bilinearen Coons-Patches ( Adinis Twists )

Als weitere Moglichkeit bietet sich an, Adinis Twists zu verwenden; das sind die
partiellen Ableitungen p uy die sich ergeben, wenn man das bilineare Coons-Patch
( Kapitel 1, 1.5.1. ) entsprechend nach u und v an den 4 Eckpunkten differenziert.
Geht man von dem allgemeinen Fall eines iiber [ u Uy Jund v, v ] defi-
nierten Coons-Patches aus, so ergeben sich die einzelnen Teilflichen p ,, P 5 und P ,
wie folgt

. Upy -U U -u
p,(u.v)=Tk—*p(uk,v)- #pluy,,.v

Vi -V
‘p'z(ll.v)z—LA‘—v—l—! plu,v)) - +plu,v,,,)
. (upyg-w)(vyy-v) (up-u) (v y—v)
Payluyv)= +Au Al; 2pluyvy) - — 1 Av+ sP(uy,, vy

k 1 k2V1
(upg-u) (vy-v) | (up-u)(vy-v)
Au:kAvl *p(uk,vl+‘)+ AnkAvl *p(ukﬂ.vl“)

(4.2)

Hierbei sind Au  =u ,, -u und Av,=v, - v, Das bilineare Coons-Patch
ergibt sich damit zu P = p‘1 + 32 - 'p‘3 .

Zur Bestimmung der 4 Ecktwists muB der Ausdruck p (u,v) nun nach u und v
differenziert werden und der sich ergebende Term fiir die Stellen (u _,v , ),
(uy,pvy) (uy, v, )und (u ., v,  )a‘csgewertet werden. Bel diesem Vor-
gehen erhilt man die folgenden 4 Adini-Twists

_ 5n(uk,v|ﬂ) ‘3u(uk.V|) 'p',,(ukﬂ.vl) -b'v(uk.vﬂ

ak.l = - wk.l’
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fu. V-.;]'—R (. v.) A (. . w. YoR L. o« 3

- + - vl
Ay, Av, Au, Wikl

_ Pa(Uk41.V149 ) = By (Bgay, v ) " P v(u g4y, V) - By (uy,vy)

Akl T Av Au AN B
1 k
- 5u(nlr+1a"l+1)‘3n(ub+1.vl) Dol Urair.Vina) - B (Un . Vias)
a = + - R
k+1,1+1 .
(4.3)

Hierbei steht Wk'l fiir den Term

* i »ﬁ(uk.vll) - b'(uk.,,.vl) - 3(“1:-"14»1) +5(uk+l’vl+l)
k.l Aﬂk*Avl

Die 4 Adini-Twists werden spdter dazu verwendet werden, die 4 inneren korrespon-
dierenden Bezierpunkte des gleichen Patches vorzugeben.

4. 1. 3. Twist-Vorgabe nach Bessel

Ist ein zu interpolierendes Punktenetz p " i=0..m,j=0..n - gegeben, so
konnen die Twists nach Bessel fiir alle inneren Punkte p i dh.:1<ism-1
und 1<jn-1 - dadurch gewonnen werden, daB durch einen solchen inneren Punkt
und seine 8 "Nachbarpunkte” p |, jos MIL T, 5 € { -1, 1} eine biquadratische inter-
polierende Fliche in den Variablenu und vmit ue[u, ,,u,,, Jundvelv v ]
festgelegt wird und man die erhaltene regulire Beschreibung der Fliche an-
schlieBend fiir die Stelle (u,v ,) nach u und v differenziert.

Die Beschreibung einer zum Punkt p i gehodrenden Interpolierenden hat damit
die Darstellung 2 2

plu,v):= Z Z S s ukev! ;
1=0 k=0
welu, ju 1, velvv,1

Die hier auftretenden Koeffizienten- Vektoren € .1 werden durch Losung des
durch die 9 Interpolationsbedingungen gegebenen LGS bestimmt. Die sich
ergebende Beschreibung P (u,v) ist dann nach u und v abzuleiten und fiir den
aktuellen Punkt b'“ zu berechnen.

Werden diese Rechnungen ausgefiihrt, so findet man die Twists

Buy(u,,v)i=  (1-a) (b)) «® _,  +(l-a)b s

+  a (FbpswW,, + a bW,

wobeia = Au, , / (Au,  +Au,) ,bj = Av‘_1 / (Av 31 +Av ] ) und die
‘_‘71.1 wie oben unter Punkt 41.2. .

Da die hier skizzierte Moglichkeit der Twistbestimmung nur fiir die inneren Punkte
des gegebenen Punktenetzes anwendbar ist, miissen die Twists fiir alle Rand-
punkte des Punktenetzes gesondert angegeben werden.



Bem. : Bei Verwendung dieser Twists und bikubischer Coons-Methoden ergibt
sich nur eine C! - Fliche.

4. 2. Berechnung der Bezierpunkte und Brunets Kriterium fiir Glattheit

Mit den in Kapitel 1, (1.15 ), 1.5.2., aufgestellten Beziehungen zwischen Rand -
kurven und den GroBSen P, pu. pv und puv an den Patch Ecken findet man
zur Bestimmung der Bezierpunkte bo.o' br,o' b, 0.1 und b1 , die Beziehungen

- o - R Au;
(1) by =5 (u,v), (i) Byg=Bluyv) + —=+B(u,v),

o 2 v] -

boy = plu,v)) t *p luy,vy) und schlieBlich

- - - Au AV’ -

bjy = -boo*boo+ 3 —*B ulUpy, )+boo 5 *P,lu,vy)
AugAv
;—’ avlUpvy)

- - - AulAv] -
bootbyotboy +t—g — *Py Uy (4.4)

Fiir die restlichen 12 Bezierpunkte konnen natiirlich entsprechende Gleichungen
aufgestellt werden. Da nur die 4 inneren Bezierpunkte b 11 b 2.1 b 1.2 und
b 2,2 Von den jeweiligen Twists beeinfluBt werden, kénnen auch nur diese inneren
Bezierpunkte durch Modifikation der Twists beeinfluBt werden ; dies kommt
einem Glittungsalgorithmus insofern entgegen, als die duBeren 12 Bezierpunkte
nicht verindert werden diirfen, wenn die Randkurven eines Patches unverdndert
bleiben sollen.

Entscheidet man sich dafiir, als Twist-Vorgabe den unter 4.1.2. vorgeschlagenen
Adini-Twist zu verwenden, so ergibt sich fiir den Twist a(u 1Yy )=alu ,v,):

N i)'u(uk,vlﬂ)—'p'u(uk,vl) ﬁv(ukﬂ.vl)—"p'v(uk.v‘,)

b'(uk,vl) - b’(nkﬂ,vl) - b'(uk,v|+,) + ﬁ(uk+,.vl+1)
Auk *+Av,

- -

3( b,3-bssz-bo+boo ba.n‘bs,o’bo.x"bo&)

+
Au, Av, Au, Av,

- -

{(byo -b3.o'bo.3+b3,3 / (Au Av,y)

= ( Si;o'o"25‘3'0‘230_3‘83'34'351'34‘333'1"331'0'330'1)/(AukAVI)

Set.zt man nun a K, in (iv) von ( 4. 4 ) fiir P av LU Yy ) ein, so erhdlt man
fiir b“
- - - - A o~ A «r
b= ~bgotbyjgtbgy* 9 *an
(28,485,073 + (2B, 5+B, ) /3 - (4D, 5+2B 3+2b,5+D33) /9
{4.5)



. Entsprechend werden nun die restlichen inneren Bezierpunkte b 21" b 1.2 und
b, ;berechnet. Das Patch, das sich bei Anwendung dieser Methode zur Bestimmung
der inneren Bezierpunkte ergibt, wird in Brunets Glittungsverfahren als "Bezugs-
patch” verwendet. Da hier eine bilineare Konstruktionsmethode zaur Vorgabe der
Twists zugrunde liegt ( Adinis-Twists, Coons bilinear ! ), sollte dieses Patch im
Innern minimale Oszillation enthalten, so daB der Vergleich anderer Patches,
bei denen die Twistbestimmung auf andere Art und Weise erfolgt ist, mit diesem
Bezugspatch sinnvoll erscheint.

Zur Messung der Oszillation eines bikubischen Bezierpatches schligt Brunet
folgendes Verfahren vor :

(i) Nach Berechnung der 4 inneren Bezierpunkte eines Patches bilde man
zwei Paare von Dif{erenzvektoren :

Vy=byy-byy Vpai=by,-by, und
v

-l

< = -
Vyi=byy by,

-

ol Tl

4=Dby2 by,

(ii) Zu jedem der beiden Paare V,,V, und V,,V, berechne man den jeweils
zu beiden V- Vektoren senkrecht stehenden Vektor i, bzw. i, , die
beide auf die Linge 1 normiert sein sollen

-V.I X -V.2 -v.s X -V. 4

-l

n, = s+—a—=7 N, ==53——="75
17 fvyxvell 2 ¥y xv |

—-—h

(i) Man bilde zu #i, und #, die Vergleichs- Vektoren i, und fiS4’, die sich
wie fiir i; und @iy dargestellt berechnen lassen, nur daB die 4 inneren
Bezierpunkte jetzt unter Verwendung der Adini-Twists bestimmt sein
sollen.

(iv) Aus #,, @i, und @{A,iA gewinne man ein "Mittel" , das wie folgt
definiert ist

F® = Lo (), B+ (B, BAD) (4.6)

Je besser sich das zu untersuchende Patch im Innern dem Bezugpatch

mit Adinis -Twists nihert, desto dichter liegt diese GrioBe bei 1 .

( Begriindung : Alle in (4.6) auftretenden Vektoren sind auf die Linge
1 normiert ; die darin enthaltenen Skalarpodukte sind
damit jeweils aus [-1,1]. Beim Zusammenfallen von
i, mit 34 und fi, mit iS4 sind die entsprechenden
Skalarprodukte 1, das "Mittel” somit auch. )

4. 3. BRUNETs Glittungsalgorithmus

Ziel in Brunets Glittungsalgorithmus ist es, die oben beschriebene Gro8e a3t

aus ( 4. 6 ) moglichst dicht der 1 anzundhern.

Gegeben : m * n bikubische Bezier-Patches mit jeweils 16 Bezierpunkten und
g - gibt die maximal erlaubte Abweichung der GriBe nin™ von i

an ( #nA e¢[1-2 ,1]1!)



Der Glittungsalgorithmus teilt sich damit in die beiden Schritte

()
(i)

Bem.

alh

Bestimmung all der Patches, fiir die # i ¢ [1- £,1] nicht erfiillt ist
Modifikation der Twists all der unter (i) bestimmten Patches derart,
daB @ B innerhalb des gewiinschten Intervalls liegt ;

hierbei sollen die Adini - Twists nicht (!) iibermnommen werden ;
die gegebenen Twists sollen lediglich stirker den Adini- Twists ange-
nihert werden, so daB das Patch nicht zu sehr verindert wird ( stetiger
{ibergang zu Nachbarsegmenten geht verloren !) .

Fine koordinatenweise Twist-Modifikation stellt sich in Matrix-Schreib-
weise dann so dar

2 (neu) a (alt)
av (u‘,v’) = Asp_. (u.,vj)
(alt)
a00 puv(x)
={obo|s|p, @ (4.7)
00c puv(Z)

(a,b,c=0 => Nulltwist-Patch => evtl. Pseudo - Flachpunkte ;
a, b, ce(0,1]1=> Variieren zwischen Nulltwist-Patch und gegebenem
Patch )

: 1. Es ist zu berticksichtigen, daB durch die Modifikation eines Twist -

- Vektors i.a. die eventuell gegebene C 2 - Eigenschaft der hier zu-
sammenlaufenden Patches verlorengeht.

2. Durch Modifikation eines Twist-Vektors werden zugleich 4 Patches
in ihrem Aussehen beeinfluBt, nimlich diejenigen , die den zugeho -
rigen Eckpunkt teilen.

3. Wird der Twist zur Bestimmung von i;l.l 0 gesetzt , so folgt nach
(45),4.2.,daB b (= -boo+b, o +Dy, s sei nun B (u,,v))
der modifizierte Twist-Vektor; dann liegt Bm(“e") auf der Geraden
durch B,':O) und Bm(am ,soferma=Db=c.

4. Nach Brunet hat sich zum Erhalt ausreichender Glattheit im Mittel
ein Modifikationsfaktor a =~ 0.75 bewihrt.

(a = 1/ ((m) x(n+)) & Ta,, , i=0..m, j=0..n, wobei
ﬁw(neu)(u"v‘) = au;ﬁuv(alt) (ul’vj) . )

Ein Programm, das Brunets Verfahren realisiert, findet sich im Anhang
dieser Arbeit.
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4. 4. Bilder zu Kapitel 4
- Bezierpunkte - Netz eines bikubischen Patches

- Giite - MaB eines bikubischen Patches nach Brunet
- Moglichkeit einer Twist - Vorgabe an einem Knoten

be, 0
werden bei

BRUMET variiert by @

zu vergleichende innere innere Bezierpunkte
Bezierpunkte bei ADINIs Twists
GUTE 1= 8.5%#C<n ., n'>+<n_ , n ">
1 1 2 2
T Segment
k;l k-1,1

Segmnent
k,1

Segnment
k' l —1

e, 1-1



Kapitel § : Automatische Glittungsverfahren

S. 1. Glittungsalgorithmus nach WALTER und NOWACKI
§.1.1. Darstellung der Coons-Fliche nach WALTER / Optimalforderung

In seiner Dissertation "Numerische Darstellung von Oberflichen unter Verwen-
dung eines Optimalprinzips" (1971) schligt Harald WALTER eine Methode vor,
die Twistvektoren an den Ecken eines Coons-Flichensegmentes unter Verwendung
kubischer Hermite-Basisfunktionen geeignet zu bestimmen. Die prinzipielle Vor-
gehensweise dabei hat NOWACKI verwendet, um die Twists im Falle quintischer
Hermite-Basisfunktionen zu berechnen.

Hier sollen zundchst WALTERs Darstellungsweise und iiberlegungen eingefiihrt
werden, um dann zu einem Verfahren zu fiihren, das einerseits iiber WALTERs
Ideen insofern hinausgeht, als es quintische Basisfunktionen verwendet, das aber
andererseits nur die Twists dp (u 10V ) / du dv und nicht weitere gemischt- par-
tielle Ableitungen zu den Knotenpunkten liefert.

Der sequentielle Aufbau der letztlich erstrebten Coons-Fliche soll nach
WALTER in folgenden Schritten erfolgen

(1) Festlegung der die Fliche definierenden Knotenpunkte P Py wobei die

beiden Indizes den Index-Mengen {0,1,...,m} respektive {0,,...,n} an-
gehoren ; Bestimmung der u- und v- Partition { Uy ooy lu} bzw.
{vgr v al:

Bem. : Hier ist anzumerken, daB nicht notwendigerweise zu allen Index-
Kombinationen (k, 1) auch ein Punkt b’k_l gegeben sein muB .
(ii) Generierung - moglichst glatter - Netzkurven, d.h. der Kurven , die
jeweils die Punkte B y_ .  1-conat PZW: P xoconst l=var B U- bzw. v-
- Parameter-Richtung interpolieren ( quintisch ! ).
Bem.: Auf Moglichkeiten, diese Netzkurven / Segment-Randkurven glatt
zu berechnen, soll hier nicht eingegangen werden.

Bestimmung optimaler Twists zu den jeweils vier Ecken eines jeden
Flachensegmentes nach dem Verfahren von WALTER im Fall eines
quintischen Kurven-Schemas.

Ciii)

Auswertung der einzelnen Coons-Flichensegmente ( jeweils iiber [0,1]
parametrisiert zu denken ! ) nach der Matrix-Darstellung

(iv)

Blu,v) = F()TeMeF(v) =
e p— T - e I —
ho(w 00 ,00 B, 00 B O1 B, O1 B, O ho (V)
hg (u) Pa 00 P00 O P, 01 p,,01 O hoW
how | , | Baa®0 O 0 Pyl O 0 « | ho®
h, (w B 10 B, 10 BJI0 B 11 B, 11 P 1 h, v)
hy Ba 10 Pgyl0 0 P, 11 P11 O h, W)
h, BaglO0 O 0 Pggll O 0 _ﬁ, W |

(5.1.1)



Bem.: Die 6 - elementigen Funktionen - Vektoren links bzw. rechts der
Zentralma:,rix aus (5.1_‘.1) werden im folgenden Text mit den
Vektoren f (u) bzw. f (v) bezeichnet.

Aus der Oberflichen-Schar ), , deren Flichen S einzeln alle die gegebenen
Knotenpunkte interpolieren und vorgeschriebene Differenzierbarkeitsbedingungen
erfiillen, soll nach WALTER die Fliche S *als optimal gelten, fiir die

[k +kFrds = énhzx: [ (kg +kFrds git. (51.2)
s* ¢Zs

Hierbei sind k, , k, die Hauptkriimmungen der Fliche.

5. 1. 2. Oberflichendarstellung und Optimalprinzip

Schreibt man in Normalen - Richtung zu den 4 Segmentrindern eines Segmentes
Seg i:.l die nicht-gemischten Ableitungen bis zum Grad 2 vor, so stellen sich
die Forderungen an die beiden Rinder v=0,1 in der Form

. T
By () = [Bra@0,By, @00, Byy, @00 By i@ By, @D, By @D ]
und an die Rinder u=0,1 in der Form

T
€ 1(¥) = [Bra0v) , Bay | O) ,Baay ,0.¥), Brca OV, Buy 0V Bua, 0V ]

dar. (5.1.3)

Werden unter Beriicksichtigung dieser Vorschriften jeweils 2 gegeniiberliegende
Segment-Randkurven quintisch interpoliert, so stellt sich die Boolesche Summe
der beiden auftretenden Projektoren zur Interpolation in u- bzw. v- Richtung
folgendermaBen dar :

'ﬁk,;l(u.v) = P] ® P2

Ek_,T(u) sF(v) + FTl(u)+ (V)

=TT u) s My, + F (V) (5.1.4)
(Bem.:u,ve[0,1]; M ; Zentralmatrix aus Darstellung(5.1.1) fiir Segment Segy ;)

Durch Nachrechnen 14Bt sich leicht verifizieren, daB diese Boolesche Summe
alle vorgeschriebenen Eigenschaften fiir die Segmentrinder einhdlt.

Bei Vorgabe beliebiger Ableitungen auf den Rindern bzw. normal dazu wird
mit Formel (5.1.4) eine Fliche gewonnen, bei der alle Segmentgrenzen einen
C 2 - stetigen Ulbergang aufweisen; wihrend WALTER mit kubischen blending
functions arbeitet und damit nur C ! - Stetigkeit an den Segment-iibergingen
erzielt, wird durch den quintischen Ansatz C 2 - {ibergang geschaffen { NOWACKI),
wie er u.a. im Schiffbau nétig ist.



Die frelen Parameter in der Darstellung(5.1.3) sind die Twists eines Segmentes,
die im Sinne einer Minimierung des Integral-Ausdruckes (5.1.2) optimal vorzu-
geben sein werden.

Die oben angesprochene Flichenschar 3 ist nun dadurch gegeben, daB je Fli-
chensegment die freien Parameter P, K1’ 5uvk+1'l- -ﬁ“"k,l 4 und 5"Vk+1,1+1

variiert werden konnen. Aus der Schar 3 soll dann die Fliche gewonnen werden,
fiir die die Minimalforderung (5.1.2) erfiillt ist.

Der A_E!sdruck (5.1.4) l’a'gt sich durch Addition und gleichzeitige Subtraktion des
Terms fT(a) * My, * f{v) unformen in

Bralu,v) = FT(u) e My, *f(v)
(B, T -TT(w e My, ) #F(v)
+ ?T(u) * (Ek.l (v) - Mk,l *?(V))

f (W eMy, +F(v)
+ Bk'lr(ﬂ) * ?(V)

+ TT(u) * &y, (v)

? (u) » Mk.l * F(V)
+ é'k.l (u.v) . (5.1.5)

Fiir den Fall, daB quintische Hermite-Polynome f (u) und F (V) gewihlt und
damit keine Normalenableitungen lings der Segment-Rinder vorgeschrieben
werden, 14Bt sich zeigen, daB der Anteil € y; (u,v) aus (5.1.5) identisch 0 ist.
Damit sind als Interpolations-Vorgaben fiir ein Segment Seg , ; lediglich die
Elemente der Matrix M, ; vorzugeben ( "Eckpunkt-information” der 4 Eckpunkte).

WALTER definiert auf der Schar 2, aller mdglichen Flichen das Funktional &
mit den Eigenschaften

(1) 3 (8) 20 fiir alle Flichen S ¢ . und
(ii) & (S) = 0 <{==) 8§ ist eine Ebene . (5.1.6)

Diese Forderungen an G sind sinnvoll, da damit die Interpretation von G als
Abweichang von einer Ebene interpretiert werden kann.

Zu jedem Punkt P (u,v) aus dem Inneren eines Segmentes liBt sich ein lokales
Koordinatensystem K jox = { x,y,z} derart angeben, daB die x- und y-Achse in
der Tangentialebene an P verlaufen und die z-Achse in Richtung der Normalen
zur Tangentialebene weist. Stellt man in diesem lokalen Koordinatensystem die
Taylorentwicklung bis zu den Termen 2. Ordnung fiir z = z(x,y) fiir die Ent-
wicklangsstelle (0,0) auf, so gilt :



z (x,y) = (0,0) + z,(0,0)sx + z2,(0,0)+y

# (2, (0,0)#x2 42, (0,0)#xy +2,,(0,0)#y2 )

DO NI~ N

#(2,(0,008%x% +2,,(0,0)6xy +2,,(0,0)sy2 )
(5.1.7)

Die Kriimmungseigenschaften dieses oskulierenden Paraboloids bei (x,y) = (0,0)
stimmen mit denen des Flachenpunktes P iiberein.

Liegen x- und y-Achse des lokalen System K ;,, nun in Richtung der Haupt-
kriimmungsrichtangen der Fliche, so folgt fiir die in (5.1.7) auftretenden parti-
ellen Ableitungen :

(1) 24y (0,00 =ky, (i) 2,,(0,0)0=0 und (iii) 2,,(0,0) = ky .

Somit 14Bt sich (5.1.7) schreiben als

z(x,y) = L 2 (kxZ+kpy2) (5.1.8)

WALTER verwendet daher die Summe k 42 + k 52 als MaB fiir die Jokale Ab-
weichung von Fliche und Tangentialebene, das Integral tiber diese Summe und
die gesamte Flache als MaB fiir die globale Abweichung :

3 (S§) = ”(k,2+k22)dxdy = f(k,2+k22)ds : (5.19)
S S
Die freien Parameter - die Twists - sollen nun so bestimmt werden, daB der
Ausdruck (5.1.9) minimal wird.
Um ein lineares (!) Gleichungssystem zur Bestimmung der Twists ’;Sm,k'lzu

erhalten, fiihrt WALTER ein Funktional 3 auf Y ein, das mit dem Funktional
3 auf Y auf einer Teilmenge 5 von ¥ iibereinstimmt; dabei ist 5 wie folgt
definiert

2 = { S| S¢X, Egx =const, Fy =0, G, ,=const fiir Segment Seg, , }
(5.1.10)

( Bem.: E, F und G sind die GroBen der 1. Fundamentalform reguldrer Flichen. )

Die Minimalforderung wird nun abgewandelt als

~ | ~
3 (8*) = th:: a3 (S) formuliert
S

Driickt man das Funktional - die Hauptkriimmungen - (5.1.9) ausschlieBlich in
GroBen der 1. und 2. Fundamentalform regularer Flichen aus, so findet man

3 (S) = f((Eg—zFf+Ge)2-z(eg-fz)uEG-Fz))/((EG—Fz)z) ds

S
(5.1.11)

(Bem.:E=<P 4y Pu 2 F={P g Pv > G={(P,.P 2 aus 1. Fundamentalform ,
e ={PuuBi), f=<{Puv:0>. g=<{Pyv 0> aus2 Fundamentalform)



Betrachtet man nur Flichen, die die Eigenschaften der Menge aus (5.1.10) er-
fiillen, so gewinnt man das einfachere Funktional

1
3(8§) = Z ” ( Ex.282 + 2E41Gpaf2 + Gy y%e? ) /( (B, ;G 10?2 ) dudv.
(5.1.12)

Hierzu ist Folgendes zu bemerken

(1) (k,1) spezifiziert das Segment Seg,, , woriiber zu integrieren ist.
(ii) Geby ; ist das Definitionsgebiet [uy ,up,y] x [v;,v 4] fiir Segment
Seg k.l -

(iii) Die GroBen E und G der 1. Fundamentalform sind segmentspezifisch,
d.h,, auf einem Flichen-Segment Seg,, konstant und daher hier auch

mit Index (k,l) versehen; F verschwindet fiir jedes Segment.
(iv) Die GroBen e , f und g der 2. Fundamentalform sind in jedem Segment
" weiterhin variabel, erhalten mithin keinen Index !

Fiir diesen eingeschrinkten Typ von Flichen lassen sich die GroBen e, f und g
in der Form

-

€= Puu f= ﬁuv und g = ﬁw angeben.

Unter Verwendung dieser Beziehungen und der Voraussetzung Aiquidistanter
Parametrisation 1aBt sich das Funktional folgendermaBen schreiben

11
3 (s) = z ff Avi*|Bany , |® + 2Bia*|Bavy 1% + Cra*|Bwvy ,|? dudv
(k10O
5.1.13)
Ak,l , Bk.l und Ck.l sind dabei definiert als

(1) Ay, = (Gy, 7/ Ex,3) V2,

(1) By, = (Ey;*Gyy V%,

(i) Cyy = (Ey, 7 Gyy3) V2, L

(iv) Vorgabemoglichkeit fiir Ey j (analog Gy )): Eg =< Puy j Puy 2
wobel 5“1:,1 = 0.25 #* (ﬁ“k,|+5"k+1,l+—[5“k,l+l+5“k+1.l+1 ) gilt.

Bem.: - Ist eine bivariate Funktion z (x,y) auf [0,1]x[0,1] gegeben, so
ist das Integral

11
f f ( Zux? * 2Zxy % + Zyy? ) dx dy
00

Ausdruck einer auf Biegung und Torsion beanspruchten elastischen
Platte unter Voraussetzung kleiner Durchbiegung.

- WALTER gibt in seiner Dissertation einen Existenz - / Eindeutigkeits-
satz der Losung von (5.1.13) zur Bestimmung der Twistvektoren ‘p'm,k'lan.
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§.1.3._Bestimmung des linearen Gleichungssystems zur Ermittlung der

Twistvektoren P, |
—t

(5.1.13) ist extremal (minimal), wenn o3 (S)/ai;,wu= 0 fiir (i,j ) aus dem

giiltigen Index-Bereich gilt. Differenziert man & nun partiell nach dem Twist
5uv” ,» so findet man :

11
3 3(8) Z ” >
atwi” - 2 { Ak'l* puuk.l ’atwiij (pnuk,l)
' {k,1)00 ;

9
+ 2By, * Puvy *m ( p“"k.l)

d
+ Ck.l * pwk'] * S—twi—u ( pwk,l ) } dudv.

(5.1.14)

C Bem.: Hier und im folgenden Text wird stellvertretend fiir eine Koordinate
; eines Knotenpunktes Py ; = (py %, Pk, pk.lz)Tnnr P k.1 geschrieben ;
: | entsprechend soll twi; ; eine  Komponente des Twistvektors Puv 14
L = (Puvu"- p“"l.Jy’ Puvuz) T bedeuten .
; (5.1.14) ist folglich nacheinander zunichst fiir die x -, dann fir die y-.
k schlieBlich fiir die z - Koordinaten der beteiligten Vektoren auszuwerten.
;

Pk, = Pk, (u,v) ist hierbei - quintisches Hermite-Interpolations-Schema voraus-
: gesetzt— wieder der Ausdruck f T (u) * M | * F(v). Dabei stehen in M,
i natiirlich auch nur die Elemente einer bestimmten Koordinate !

Es werden in(5.1.14) 2 Indexpaare verwendet : soll nach Twist twi 1, differen-
: ziert werden, so ist jedesmal die Summe iiber alle Flichen- Segmente Seg , zu
“ bilden ( rechte Seite von (5.1.14) ) .
f;f}' Es sollen jetzt Teile des Integranden von (5.1.14) berechnet werden. Wird nach
Twist twi | ; differenziert, so ist zu bedenken, daB dieser Twist nur in der Fli-
[El chenbeschreibung von 4 Segmenten vorkommt, namlich den Segmenten Seg 1-1.4-1 »

; Seg y,3-1 . Seg j;; und Seg ;; ( es sei denn, das Index-Tupel (i,j) spezifiziert
3 einen Eck- oder Randpunkt der Gesamtfliche ) . Daher folgt fiir die Ableitungen
nach Twist twi,; des Integranden

0 , Ssonst

d T e u)eE - U-a.i-
| (i) Sty (Pauy (0,v) ) = hg"(w)shg(v), (k,)=(i-a,j-p)
¥ = 0 , sonst
‘i (i) °_{( (w,v) ) = hy (w)ehg'(v), (k,D)=(i-a,j-B)
dtwiy, \ Puvia ™ o prv’. tk '




(iii)

(i)

(ii)

(i)

0

dtwl,,

Zur Aufstellung des LGS verfihrt man nun so

( Pvv 1 (u,v) )

?(u)*ﬁu(u) du

ho(ﬂ)
Ho(ﬂ)
Fo (u)
h, {u)
E] ()

1
[T mshy (w) du

1
[T (wshy" () du
0

S)
= 2

1.4
o

h, (w)

1 s
Z ( Aragp*WT*M oy gt
+2 Bl-u.j—ﬁ ,;,'u'l' ‘Mi—u,j—aivﬁ

+ Crgyp*ia’ *My o p*Wp ) -

mit « ¢ {O,1} .

hy (w)#hgtv), (k,1)=(i-,j-B)

(5.1.15)

Bem.: « und B sind aus {0,1}, so daB nur die 4 Segmente eingehen, die im
Punkt p,; zusammenlaufen.

Die in (5.1.14) auftretenden Integrale iiber den Hermite-Polynomen werden wie
folgt abgekiirzt :

shy(u) du ,

(5.1.16)

Damit sind @ , ,V , und W , jeweils 6-elementige Vektoren; es sind daher 6#3+2
= 36 Integral - Konstanten zu bestimmen. Setzt man diese Abkiirzungen in(5.1.14)
ein, so ergibt sich das Funktional zu

(8.1.17 )

( "¥" am Summenzeichen bedeutet, daB nur solche Summanden genommen werden,
die auch wirklich zum Flichen-Indexbereich gehoren -nicht iiber die Rénder
hinaasgehen ! )

Man spaltet die auf der rechten Seite von (5.1.17) vorkommenden Ma -
trizen My | in die Summe M'y ; + Ty ; auf, so daB M’y alle Anteile
von M) ; auBer den Twistanteilen enthdlt, Ty, dagegen nur aus diesen
Twistanteilen besteht




= Mgy + Ty
P k.1 p 5.1 pvkv.l pk,l+’ pvk,l-.-’ pvk"l‘i-l
pkil 0 0 pki+t 0 0
- Paa O 0 pki O 0
p k+1.1 p‘gﬂ,l p 5‘*’-1.1 pk+ii+l p 5+1,l+1 p‘l’:‘-;-l Ja
pk#l 0 0 pktl+1 0 0
P!t O 0 pkit+1 0 0
L. -
0 0 0 0 0 0
o pk! o 0 kit 0
N 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 p:;Ll 0 0 h:],l+1 0
0 0 0 0 0 0 (5.1.18)
(bzw. Au*p,, (Awlspgy,.. , wemn Au,Av<>0 )

(ii) Man setzt (5.1.18) in(5.1.17) ein, setzt die neu entstehende Gleichung 0
( Minimalforderung ! ) und 16st nach den unbekannten GroBen p":",' =
= tWik'l auf

-

0

-
Z ( Afagp?*WoTtT oy ptiy
o, pB=

+2 Bl—u,j—ﬁ ‘-v.uT * Tl-u,j—p*vp
+ C:-u,j-s‘ﬁuT’Tl-u,j—p‘Ws )

¥

I b

( Avayp*WoT*M' oy ptip
0

o,

e
1]

+2Bioyp*Va’ *Miayp*Vp
+ ChapptBaT *M'yiayp*Wg ) =-ay.
(5.1.19)

Die Vektorend , , V o, und W . , die die 36 Integrale aus (5.1.16) reprisentieren,
sollen geschrieben werden als

- T

(l) nu:[u?'u;'u;,u:,u;,ug]

(i) v, = [v,"‘,v;‘,v;‘.v:‘,vs"‘,v:]'r und
- T

(iii) w, = [ w, Wa', Wa', Wg', Wg', w6°‘]

Eine linke Seite von (5.1.19) fiir festes Paar (i,j) lautet ausgeschrieben
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L
Z ( Apay-pt( "?’W%’twh—u,j—p +ufs wietwl o,
o, B=0

+ “g’wzu‘twh-u.;-pq + ug‘wgt'twh—uﬂ.j—pﬂ )
+2By o 5-p* ( vf sv g:twi,_u,,_p + vf *vEetwl o0
+ VE * vf‘!twi,_md_p“ + v?* vErtwi_ iy 54 )
+ Crag-pt!( wg sufetwi o, o + wg tufetwl i,
+whe uetwiy o g gig+ wfs ufetwi_oiypa ))-
(5.1.20)

Je Paar (i,j) treten damit die 9 Unbekannten twi ;4 , twi 15-1 0 tWH g4,
EWl gy, tWi g, EWE gy, tWE g gy, tWE g4 und twi 4+1 auf ( vorausgesetzt,

daB alle diese Twists Indizes des giiltigen Indexbereiches haben ! ) .
Eine solche linke Seite einer Zeile des LGS soll geschrieben werden in der Form

Kl » tWi._iJ_1 + K2 tw‘l-l.j +K3 = tw‘l—l.]*-l
+ K4 # tWi! J-1 + K5 » tWi' 4 + K6 # tW'l| S+
+ K7 * t.WIH.,J_] + K8 * twi 1+1,) + K9 = tw11+1"+1 (5.1.21)

Berechnet man die Integraleu ? ,u @ ,uundul,vQ,v2,vJundvd und
w? ,wf,wlund w, so findet man die Identititen

(1) ud = uf und (i) ud = u

(i) vd = v2 und (v) vd = v@ und
(v) wi= w? und (i) wd = w@ (5.1.22)

Es bietet sich daher an, nur die GréBen von @i o , V o und W  zu verwenden, also
Komponenten von @, , V, und W, gemiB (5.1.22) zu ersetzen.

Die in (5.1.21) auftretenden Koeffizienten werden nun durch Koeffizienten-
vergleich in (5.1.20) ermittelt. Dabei findet man

i) Kt = Ay qatudewd+ 2By, 1 #vdev@+ Cpyy eweuf

K3 = Ay *usw+ 2B, svfsv@+Cp,y; swsuf

K7 = Ap jqrudewd+ 2By avdevd+ Cy jowdeud

K9 = A, , »ufswQ@+2B; ; sv@svQ+C;, ; swruf

(5.1.23a)



(it) K2 =

L
Ay g-ptudswd + 2B, gevPev+ Ci-14-prws*ud

B=0

! ¥
K8 =ZA‘ J_B“‘UZO *WSO +ZBl J_B"V2o‘.’V5° + C' J_B"wzo*uso

p=0
&
K4 = Z Apgy?® ul*+wp + 2B,_a_,—1*vs°"2° + C:-u,j-l*wso*uzo
oa=0
. 3
K6 = Z At—u.j * “50 ;wzo + 2Bl—u,j *vsotvzo + Cl_u" *wso*uzo
o=0
(5.1.23b)
R
(i) K5 = ) Ay oy p* ulswf + 2By - B"'zo”'2o + C,_“J_p*wzotuzo
®, =0

{§.1.23¢)

Die in den Formeln (5.1.23a) bis (5.1.23¢) auftretenden Integrale u £, ... und w £
seien an dieser Stelle angegeben

0. 32 _ o-8 _ o_192_
uf = e = 0.015007215 vP = 35 = 0228571429 w = 3¢ = 548571429,
uf= 3 50005959505 , vO = 1 =-001a2857144 , w O =198 - 308571428
5 7 1980 ' VS T ' 75 T 38 ‘ :

Bei der Berechnung der Koeffizienten K1 bis K9 ist zu bedenken, daB sie fiir
jeden Knoten (1,]) spezifisch sind, also besser mit Doppelindex (i,j) zu schreiben
sind : K1 g K9y

Das entstehende LGS soll hier fiir den Fall eines Gitters mit (m+1) #(n+1) Punkten
Pi,y, i=0..m,j=0..n , aufgestellt werden. Das LGS, das sich nach (5.1.19) ergibt,
werde dargestellt als A & X = b . Hierbei ist

- T

(i) x= [ tWiO.o, ee g thO.n, tWi]'o, ver g tml.n' vee s tWimlo, vee g tW'lm.n :|

- T
(ii) b= [ 40,0 =+ » 90y 41,0+ =+ +» A1,m o " Qm,0 + >+ » "Am,n ]
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Die Struktur der Matrix A erkennt man durch Aufstellen einiger Gleichungen :

(i,j) = (0,0) :
KSO.OtWiO.O + Kﬁo'o tWiO.l
+K8potwlyjg + K9gotwlyy, = -qoo0 .

(i,j) = (0,1) :
K4o'1 tWio'o + K50_1 tWIo_] + K6O.l tWio’z
+ K70,4twly, 0 +K8p, twiy 3 +K9g twiy o = -qo; .

(i,j) = (0,n) :
Kéo ntwig n-g + KSg ntwig
+ K70 ntwly ny + K8g ntwiy = qonm

(i,j)=(1,0):
! KZ, ,0 tWio’o + K31 0 tWioJ
KS, ,0 tWII ,0 + K61 0 tWi1 1

+ K81 ,0 tWiz.o + K91 0 tWiz,j = Q1,0 ’

(i,j)=01,1):
K11 A tWio_o + K21 1 tWiOJ + K31 1 tWio'z
K4-1 .lt’MI.O + KS,JtWi]J + Kﬁ,'thij'z
+ K7y ytwiz o+ K8y ytwig g + K9y ytwiz o = -q5;

€i,j) = (1,n) :
K14 ntwigny + K2y ntwioy
K4, mtwig g+ K3, atwiy g
+ K7, mtwig, g+ K8, mtwiz g = "d1,n '

Die Matrix A hat damit folgendes Aussehen

”;‘ KS0.0 Kéo'o o 4
K4p,; K507 K63 O 0
K4o'2 KSO,Z K6o.2

K7o'n Kao'n

810 K0 O
71,1 K831 K94

Kz"o K31,0 o o
Kiyy K2yy K3;, O 0
Kly2 K2y2 K3;2

RR

o




; | | 0
: | |
. S U
i | | K8;,-1,0 K9m-1,0
: : K7m-1,1 K8m_1,3) K9%my; O
| | 0
_____ e XTm 10 K®mtm

s

I
0 : Kim, m,a1 K3nm, 0 : K"m’,l KSm,1 Kém 3 o
| o .. I o :
! Kipyn K24, 5! K4y n K5 3
(5.1.24)
i
Vereinfacht heiBt dies, daB
Ro | So | o
A T + ______ '{ ‘‘‘‘‘ '
: S§ | Ry 1 8§ |
N O e 4-==--- - 4
A = I SF¥ I Ry | Sy |
: [ bome-- 4---=-- t -
z .. | Sm-1 Bem.: A ist (m+1)(n+)
i B +-————— - (m+1)(n+1)
g 0 I Sm-ff | Ry - Matrix
; L _
, Hierbei ist zu vermerken, daB alle Untermatrizen R { ,i=0..m, und S ; ,j=0..m-1,
fiir sich symmetrisch sind.
} WALTER zeigt in seiner Dissertation, daB A eine symmetrische, positiv definite
und block-tridiagonale Matrix ist; damit bieten sich zahlreiche numerische Lo-

sungsverfahren fiir das LGS an ( GauB, Relaxation, ...) .

Bem.: Die Flichenklasse von WALTER ist dadurch eingeschrinkt , daB fiir ein
Segment Seg) ) die GroBen E ; und Gy ; der 1. Fundamentalform konstant
bleiben ( nur fiir je 1 Segment ! ).

WALTER schlégt zur Initialisierung dieser GroBen das folgende Verfahren
vor :

-t -—h - -t 2
Ek,l = ( 0.5%( dist(pkﬂ.l .pk.l) + dist(pk,,;'lﬂ .pk’l...]) ) ) s

3 -l -l b 2
Gk,l = ( 0.5 ( dist( pk,l-ﬂ .pk'l) + dist(pkﬂ.l.,, ,pk“'l) ) )

! (8.1.28)
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Dieses bedeutet, daB die Mittelung der Verbindungsvektoren zwischen py ,
und Py, bzw. zwischen Py 14 und Py, 4 als Wert fiir p, fiir das
gesamte Segment Segy ; angenommen wird ( analog fiir ) .

HAGEN gibt diese Einschrankung zugunsten einer groBeren Flichenklasse
auf ( s. Abschnitt 5.2.!).

WALTERs Verfahren - hier auf biquintische Coons - Flichen erweitert -
ist im Rahmen dieser Diplomarbeit implementiert worden ( s. Anhang).
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§. 2. Glittungsalgorithmus nach HAGEN und SCHULZE

§. 2. 1. Einfithrung notwendiger GriBen der Differentialgeometrie

Es sollen an dieser Stelle ohne iibermiBigen Formalismus die GroBen der Diffe-
rentialgeometrie zusammengetragen werden, die fiir den Fortgang der Erorterung
unerliBlich sind.

Eine reguldre Fliche in E3( "E" - euklidische Norm ) in der Darstellung
p(u,v):=(x(u,v),y(u,v), z(u,v) ) T werde als hinreichend oft differenzierbar
vorausgesetzt ; sie ist durch zwei lokal invariante GriBen eindeutig bestimmt:
durch die erste und zweite Fundamentalform.

Ist eine Flache p(u,v) gegeben, so folgt fiir deren Differential dp=p ,du+p ,dv.
Dies ist also eine lineare Abbildung der Vektoren (du,dv) T der u-v-Ebene
auf die Vektoren p ,du + p dv. Das Kiirzel "d" mége nicht nur auf die Variablen
u und v, sondern auch auf das Bild dieser linearen Abbildung angewendet werden;
daher wird fiir das Bild auch dp geschrieben. Fiir dp kann folgende Beziehung
aufgestellt werden

P (utdu,vidv) =P (u,v) +dp + 3 ( [/ duZ+dv2')

Somit ist dp eine Niherung fiir den Differenz-Vektor zweier Flichenpunkte
p (u+tdu,v+tdv) und p (u,v). Werden du und dv differentiell klein, so kann der
“Korrektur-Vektor” 8 vernachlissigt werden. Der Vektor dP und die erste Funda-
mentalform sind wichtig zur Berechnung von Bogenlingen und Flicheninhalten.
Die erste Fundamentalform ist definiert als das skalare Produkt von dp mit sich
selbst

oy
i
N
Q.
ol
(=N
ol
A4
!

(P du+p dv,p du+p dv)

(By Byrdu?+2(p,.p, ddudv+ (P, P, >dv?

E du?2+2 F  dudv+ G dv2
(5.2.1)

Die GriBen E :=<P ,,p >, F=<P ,.p,2und G =P .P > der ersten Funda-
mentalform werden unten zur Berechnung von Flichen-Kriimmungen und Twists
herangezogen werden.

Zu einem Flichenpunkt p ( u, v) mit partiellen Ableitungen P , und p , 1aBt sich
unter Heranziehung der Einheitsnormalen an diesem Punkt ein Dreibein ( zugleich

ein Rechtssystem ! ) konstruieren a2
[~ - p | ¢ X pV

T P axPy
Das Differential von il lautet di =@  du + il , dv . Die zweite Fundamentalform

ist definiert als das skalare Produkt dieses Differentials mit dp mit negativem
Vorzeichen. Es gilt damit

I =-{dp,dn>

- (P du+p dv, i _du+i dv)
- (B, 0 0du? - (KB, 8, + (P, ,1,>)dudv
+ (p,.0,>dv2
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= edudu + 2f dudv + g dvdv (§5.2.2)

Aus der Tatsache, daB i senkrecht zu P, und P, steht, folgt :
e‘=-<.p.u'ﬁu>=<ﬁ“uoﬁ>»f= ‘(ﬁu nﬁv>= _<3V ’ﬁtl>= <5w)-ﬁ>und

g=-<{pP,.i,>=<(P .l . Auch die GroBen e, f und g werden zur Berech-
nung von Kriimmungen und Twists benotigt werden.

Es sollen nun Eigenschaften der Ableitungen der Vektoren p _ und p , unter Be-
nutzung der (lokalen) Basis {P_, D, .1} untersucht werden. Stellt man die sich
ergebenden Linearkombinationen zusammen, so findet man :

(1) Pgg= T #B,+TI,ep, +L,s8
(i) 'p'w= ry "p‘u+l",22t'ﬁ +Le8
(i) p = I‘z,*pu+l‘2,'p +Lgei ,
(iv) p,, = I‘z.2 pu+P2.2*pv+L‘0n . (5.2.3)

Die Koeffizienten l"" in dieser Darstellung werden Christoffel-Symbole genannt
Zur Berechnung der Koeffizlenten L, - i=l...4 - multipliziere man die Gleichungen
(i) bis (iv) skalar mit @

bt
/\
L
B
v
1]

[ #4<B g 8> +TF, (B 8> + L (8,8
0 + 0 +L,s 1

L, (demn: i senkrecht zu p  und p, und
7l hat die Linge 1 ) ,

() <P .8>= L, .
() <Pog.8>= L, ,
(iv) <B,.B8>= L, : . (5.2.4)

Auf der Linken Seite der Gleichungen von (5.2.4) stehen jeweils GroBen der
zweiten Fundamentalform; man kann daher auch schreiben

(1)L,=e, (WL,=F, GiDLy=f, (iW)Ly=g (52.5)

Zur Bestimmung der Christoffel-Symbole werden die Gleichungen (i) bis (iv)
von (5.2.3) mit p_ und mit P, skalar multipliziert. Man erhélt unter Beriick-
sichtigung der GrioBen E, F und G der zweiten Fundamentalform

(1) <ﬁuu'5u> r‘:.l’<-p.u’i;u>+r12.l'<-p.v’ﬁu>+l‘1*<ﬁ’ﬁu>
- 1 2
= Ty,*E +T,*F + 0
= 1‘" s E + I"2 s B
( denn- ii steht senkrecht zu ) ,

P:,:'F + I",z.,sG '

~
ol

g

]
ol

<
v

]

() (B Ba>=Tjo*E + Ti,eP
(Puy:By> = T1z*F + Tj,0G

Lh L aey
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- - - | 2

(i) <p,,.,P,” = Fy,*E + 5,*F ,
- - - 1 2
<pvu’pv>- r2.I‘F + PZ,I'G ’

(v) <B,, By
<pw’i;v>

T22¢E + To,¢F

Fy.*F + T3,sG . (5.2.6)

Soll der Twist-Vektor p avinittels (ii) von (§.2.3) bestimmt werden, so sind die
Koeffizienten T” :'2 , I 12.2 und L , zu bestimmen. Nach (5.2.5) gilt L g = £

die beiden Christoffel-Symbole kénnen aus dem LGS (ii) von (5.2.6) errechnet
werden. Man erhilt somit die Beziehungen

(1) L, = f=<p,, .0 :
G Puv:Pu” - F{Puy.P
() TIi,= Puv p"EG_Fip"" 220N
_F <d ’J +E - ’—‘
(i) T2, = Pay :Pu? * E CPuy By (5.2.7)

EG - F2

Da all diese Koeffizienten noch die Twist-Gro8en p uv €Dthalten, kann er selbst
nicht unter Benutzung dieser Faktoren bestimmt werden.

5. 2. 2. Das Glattheitskriterium von HAGEN

Zunichst sollen Begriffe eingefiihrt werden, die zur weiteren Erorterung benotigt
werden. Differenziert man den Einheitsnormalenvektor @ (u,v) an eine regulire
Fliche und stellt die Ableitungen nach u bzw. v als Linearkombination der
Ableitungen op (u,v) / ou bzw. op ( u,v)/dv dar, so erhilt man eine von Weingarten
eingefiithrte Darstellung

I‘ﬁu(u,v)_' agy a;, l-‘u(u.v)_l

|8, (aw)| 7 Jagy ay,|  |By(uv)] (5.2.8)

Die beiden zu dieser linearen Abbildung gehdrenden Eigenwerte k , und k , werden
Hauptkriimmangen der Flache genannt.

Die beiden GroBen K =k , #k , und H = (k , +k , ) /2 werden GauB - Kriimmung
bzw. mittlere Kriimmung genannt.

Hagens Ziel besteht darin, das Integral iiber die Summe der Quadrate der
beiden Hauptkrimmungen einer reguldren Fliche zu minimieren
f (k,Z+k,2)dA = f (k,2+k,?) VEG-FZ'dudv —) min (5.2.9)
A Geb

Bem. : 1. Der Flicheninhalt einer reguliren Fliche ist gerade gegeben durch

Fliche = f’V EG - F2 ' dudv
Geb




2. Die physikalische Begriindung, den Ausdruck in (5.2.9) zu minimieren,

ist die, daB (52.9) die Spannung gegeben aus Kritmmungs- und Tor -
sionsanteil in einem Flichenstiick beschreibt.

Stellt man die in (5.2.9) auftretenden Hauptkrtimmungen in den GroBen der
1. und 2. Fundamentalform auf, so ergibt sich das Funktional

f{ E2/(EG-F2)°2 s (det (Boy,Bu. B ))?2
Geb

+ G2/ (EG-F2)5%/2

* (det (B,,.B,. B, 2

+2 /(EG-F2)%? » (det (B_,.B,.B.,))2 } dudv

(5.2.10)

Dieses Funktional soll fiir die ( segmentierten ) Gordon-Coons-Flachen , die auf
einer biquintischen Interpolationsvorschrift basieren, minimiert werden. An die

Flachen, die variiert werden sollen, werden dazu folgende Anforderungen
gestellt

() P (uv) = pluyv) + er(uv) *#B(uy)
( d.h.: die variierende Fliche setzt sich aus einem festen Anteil P (u,v)
und einem Variationsanteil, der die Normalen gewichtet, zusammen.)
(11)AR (u,v) ist O lings der Patch-Rinder, d.h., daB hier der Variations -
anteil verschwindet.

(iii) e™var) = ¢ und gar) = g, d.h., diese GroBen der 2. Fundamentalform
bleiben wihrend des Variationsprozesses erhalten.
(iv) Der "Misch-Twist" B, = b 1) av' Sﬁvu ist zur Normalen @i parallel.
: ( ) - - :: -
(P 8D =P, .0 (5.2.1)

v

¢

Diese " Kegelbedingung * ( P, ' varilert um die Normale @ auf
einem Kegel ) ist eine Regularititsforderung an den Variationsprozes.

Bem.: HAGENs Flichenklasse stellt insofern eine Erweiterung der Flichen-
klasse NOWACKIs dar, als hier die GroBen Ey ; bzw, Gy ; ( aus der
1. Fundamentalform ) nicht mehr segmentweise konstant gehalten werden.

Setzt man all die Bedingungen aus(5.2.11) in das Funktional (5.2.10) ein und wendet

man das Fundamental-Lemma der Variationsrechnang an, so erhdlt man als not-

wendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums dieses Funktionals :
EG-F2

( Hierbei ist £2 = « <P _,, B> + B<P g B .)

NP
He( 5+ - 4sesg + 2¢F° ) 2 0 (5.2.12)

Lost man (5.2.12) nach der zu bestimmenden GroBe ? auf, so findet sich

(§.2.13)

f = tVO.St(kg—S

I
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Hagen bestimmt einen Twist nun ausschlieBlich aus dem "optimal” Vielfachen
des zugehorigen Normalen-Vektors an einer Patch-Ecke

Puw = +(F »d (8.2.14)
Da in (5.2.13) ausschlieBlich berechenbare GroBen der 1. und 2. Fundamentalform
vorkommen, ist es moglich,bei Kenntnis ausreichend oft differenzierbarer Patch-
Randkurven auch ( 5.2.14) auszuwerten und einen optimalen Twistvektor zu
bestimmen.

5. 2. 3 Glittung segmentierter Gordon-Coons-Fliichen nach HAGEN /7 SCHULZE

Das C 2- biquintische Gordon-Coons-Patch stellt sich in Matrizen-Schreibweise
so dar :

p(u,v) =

[ ] T r_s = - - > = ] B ]
ho(w) p 00 p 01 p,00 p, 01 P, 00 P, 01 hgov)
hy (w P 10 P 11 B, 10 P, 11 P, 10 P 11 hy )
howW| . | Pa 00 B, 01 P00 B, 01 O 0 e« | BoW
h, (w Pu10 B 11 P00 Pl1 O 0 hy ¥)
ho (W Pua00 Pugll O 0 0 0 ho (V)
h; (w Bual0 Pugll O 0 0 0 | h; (v

(5.2.15)

Hierbei sind h o, ... . h 3 die 6 quintischen Hermite-Polynome , jeweils parame -
trisiert tiber [0,1] . Da die partiellen Ableitungen vom Grad grioBer 2 keine geo-
metrische Bedeutung haben, kbnnen die unteren rechten Elemente der mittleren
Matrix O gesetzt werden. Die quintischen Hermite-Polynome sind gegeben durch

ho(w 100 -10 15 -6 1

h, (w 000 10 -5 6 u

hotuw | - 010 -6 8 -3 | u?

hy (w 000 -4 7 -3 ud

ho(w 0005 -15 1.5 -05 ut

hy (W 000 05 -1 0.5 us uel0,1] .

( analog fiir v !)

In der Darstellung (5.2.15) ist ein Patch ganz durch seine Eckpunkt-Information
gegeben; simtlich vorgegeben sind alle Matrix-Elemente mit Ausnahme der
?.)' av 1) . Diese Werte werden nach (5.2.13) als optimale Vielfache der Einheits-
-Normalen an den 4 Eckpunkten des Patches ermittelt.
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§. 2. 4. Automatischer Glittungsalgorithmus fiir C2- stetige biquintische
Gordon - Coons - Flichen

gegeben : (m+l1) * (n+l) Punkte By, i=0..m,j=0..n , des R3

gesucht : C2- stetige biquintische Gordon - Coons - Fliche mit minimaler
Spannungsenergie ( Summe Kriimmung und Torsion )

Algorithmus :

(i)  Berechnung einer Parameter - Partition fiir u und v entsprechend den
euklidischen Abstinden der gegebenen Punkte =) {u 0+ 8} und
{vo,m,vn}.

(ii)  Berechnung zweier Scharen von natiirlichen kubischen interpolie -
renden Bezier-Splines, die die Punkte

-

'p'o'l , ﬁ].; y ey b’m_“ ' Py i j=0..n und
P

Pio'Pigs s Pypg Pin ; 1=0..m interpolieren.

==) zwei Scharen von ( zugehdrigen) Bezierpunkten

04214 P3m1y+P3m; ¢ J=0..n und

oL ol
oL oL
oL ol

oL ol

1,3n ; i=0..m

1,0 741 Y1 3n-1 !

(iii) Berechnung der partiellen Ableitungen aﬁ(n‘.vj)/au, ai)'(u‘,vj)/auau,
op (ui,vj)/av und Jp (u‘.vj)/avav -i1=0...m, j=0...n - zu allen gegebe-
nen Punkten 'p'u. Diese Ableitungen werden gewonnen durch Diffe -
rentiation der einzelnen kubischen Bezier-Segmente ; fiir ein solches
kubisches Bezier-Segment ( definiert iiber [ a,b] ) gilt

-t = - 3 b _—I
b (t=a) = b-2) llf(b1 bo) und
B (tma) = —2— s (B.-2B.+D )

(b-a)2 2 1o

(iv) Berechnung der Einheits-Normalen ﬁl.l -1=0..m,j=0...n - z‘u allen
Gitterpunkten ﬁl.) durch Bildung der Kreuzprodukte (ﬁ:"’xb“;’ ) und
anschlieBender Normierung auf die Linge 1 .

(v) Bestimmung der GroBen EIJ , FIJ . GIJ v €y und 81, der 1. bzw.
2. Fundamentalform regulirer Flichen zu allen Gitterpunkten 'p‘”
(E=(B,.B,> F=(B,.B,> . G=<{B,.B,>, e=(P, B> und

g=<{B o 0)>) .

(vi) Bestimmung der optimalen Faktoren faktoru (nach HAGEN) , mit
denen die Einheits - Normalen ﬁl.l zu multiplizieren sind, um die
Twists 'p":“{ zu erhalten
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L

2 2 2 2
faktor“ 1= VO.S & ( 4engu -5 Ei“ gui° + Gii“ey )
| ; E,,G,, - F,,?
1314 1.}

(vil) Berechnung der optimalen Twists b':“’, als Produkt faktor, j*ﬁ,_,
zu allen Gitterpunkten ﬁl.l .

(viil) Auswertung der jetzt eindeutig charakterisierten Gordon - Coons -
- Fliche mittels biquintischer Hermite - Interpolation nach ( 5.2.15)

Bem. : Ein Programm, das den hier skizzierten Algorithmus realisiert , ist im
Anhang dieser Arbeit angegeben.



§. 3. Bilder zu Kapitel §

a) kubische bzw. quintische Hermite - Basispolynome




i

b) - Prinzip der Twist - Bestimmung bei Hagen
- Eingabe - Information zam Aufbau einer Zeile des sich nach
Walter ergebenden LGS zur Twist - Bestimmung

dp (8, 0) /dv

p(1,v)
N B RO
.o (LS
€ Linge 1 1 ) 5 P
0,0 1,0
HAGEN Twist = %
wis 8,0 x [ ] 0.8

Knoten €k, 1)

Gleichung fiur den Knoten €k, 1) nach WALTER

9 Machbar-Twists sind zu berucksichtigen !
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